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CONSTANTE FIZICE 


Constanta Simbolul Valoarea 
Numărul Avogadro Na 6,0225.10% kmol“ 
Constanta Boltzmann k 1,3805-10 23 J K= 
Constanta universală 8,3143 -103 J kmol! K~ 
a gazelor R = Na 1,9870 cal mol K3 
Volumul kilomolar nor- 
mal al gazului ideal Yo 22,413 m? kmol 7 
h 6,6256-10 734 J 5 
| Constanta Planck h = ham 1,055.10% J s 


Unitatea atomică de masă u 


1,6604. 1027 kg! 


Viteza luminii în vid e 2,9979.10% m s71 
| Permitivitatea vidului Si 8,8543 -1012 Fm3 
Permeabilitatea vidului Ho 1,2566-106 Hm 
Viteza sunetului în aer 
uscat (t = 0°0) A 331,36 m s 
| Constanta (nr) Faraday F 9,6487 -107 O kmol ™ 7 
Sarcina electronului e 1,6021.10-% O 
Masa de repaus a 
electronului Me 9,1085.10- kg 
Masa de repaus a 
protonului Mp 1,6725-10 7 kg 
Masa de repaus a 
neutronului Ma 1,6748-10 7 kg 
E Bohr-Pro- i= a 9,27-10 -4 J pa 


Magnetonul nuclear 


Temperatura de topire 
a gheții 


uy =H e 0,505.10% J T3 
i 


p 


273,15 K 


Punctul triplu al apei Ta 


Constanta Stefan- 
Boltzmann o 


273,16 K 


5,6697- 108 J m? si K 
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RELAȚII ÎNTRE UNELE UNITĂȚI PRINCIPALELE SIMBOLURI 


= 10-10 A — tensiunea superficială 
kos = d ta RB — inducția magnetică, i 
1 N = 10 dyne, . B(T) — coeficienții de virial: B, — numerele lui Bernoulli, 
1J =1Nm = 10 ergi, 4 
0 
O, 


EEE — coeficienții Van der Waals, 
1 torr = 1 mm Hg la 0°0 = 1,33-10° Nm, — constanta Curie, 


1 atm = 760 torri = 1,013:105 N m= = 1,01- 10° dyne cm~’, I Ă — pe piece te la a = ceai (a = V, P ete), 

1 at = 9,807.10+4 N m2 = 1 kgf em? | Ca m= OO AUNA SPECIES LA M = fate oa i 

A bir a 105 m 2 = 10 dyne ora a. i e — inerea luminii; numărul de componenți ai unui 
? 

1 cal = 4,183 J, Cy — viteza vibrațiilor longitudinale şi transversale în 

1 eV = 1,8502-10 J, solid, 


1 MeV = 105 eV, 1 GeV = 10° eV, | | D 
d 


— inducția electrică, 
Baza logaritmilor naturali, e = 2,718. 


— diferențială neexactă, 

E — energia sistemului; intensitatea cîmpului electric, 

— energia nivelului Fermi, 

— sarcina electronului, 

— fem., 

energia liberă, tensiunea, 

— funcția de distribuție; numărul gradelor termo- 

dinamice de libertate ale sistemului, 

— entalpia liberă (potențialul lui Gibbs), 

— entalpia liberă pe mol sau unitate de masă ; acce- 

leraţia gravitaţiei 

gradul de degenerare al nivelului i, 

— entalpia; intensitatea cîmpului magnetic; hamil- 
tonianul sistemului; funcția lui Boltzmann, 

h — entalpia pe mol sau unitate de masă; înălțimea ; 

constanta lui Planck, 4 = h/2m, 
I — fluxul de căldură pe unitate de suprafață; momen- 
tul de inerție, 


SR Thy hy 
E 
| 


Rs 
| 


~ 
pa 
S 

ta 


n 


iacobianul; J, — fluxurile termodinamice, 
densitatea curentului electric, 

constanta echilibrului chimic, 

constanta lui Boltzmann, 

coeficienții de compresibilitate izoterm şi adiabat, 
lucrul mecanic, 

lungimea, 

masa molară; magnetizarea, 

masa unei particule, 


numărul de particule al sistemului; n = z — nu- 


mărul de particule din unitatea de volum, 
număr cuantic; numărul de moli; indicele poli- 
tropic, 

numerele de ocupare, 

presiunea ; polarizarea electrică, 

probabilitatea evenimentului î, 


— coordonatele punctului triplu, 


numărul de faze al sistemului; probabilitatea ; 
impulsul generalizat, 

cantitatea de căldură, 

cantitatea de căldură pe mol sau unitate de masă ; 
coordonata generalizată ; sarcina electrică, 

raza sferei; randamentul; constanta universală a 
gazelor, i 

numärul cuantic de rotație, 

entropia, 

entropia pe mol sau unitate de masă; spinul; 
aria, 

temperatura absolută, 

temperatura Boyle; T, — temperatura punctului 
critic; Tp — temperatura Debye; Tga — tempe- 
ratura Binstein, 

timpul, 

energia internă, 

energia internă per mol sau unitate de masă; 
densitatea energiei de radiație, 


‘volumul, i 


volumul unei particule; viteza, 
viteza, cea mai probabilă, 
probabilitatea; probabilitatea termodinamică, 


- un punct al spațiului fazelor, 


Ls 


N red &i ba 


D3 NP n po TR X 


=x 


forțele termodinamice, 

valoarea medie a mărimii æ; 4, — fracțiile molare, 
modulul izoterm al lui Young, 

funcţia de partiție (suma, sau integrala de stare) 
în distribuția macrocanonică; Z, — funcţia de 
partiție în distribuţia canonică, 

funcția de partiție a unei particule; fugacitaitea, 
coeficientul de dilatare în volum, 

coeficientul de tensiune, 

volumul fazic; integrala Euler de speța I, 
conductivitatea electrică; y = 02/07, 

funcția lui Dirac, 

fluctuația relativă a mărimii æ, 

permitivitatea ; puterea termoelectrică, 

şirul nivelelor energetice, 

funcția lui Riemann, 

coeficientul de vîscozitate, 

temperatura în scări neabsolute; 0 = kT — tem- 
peratura statistică, 

susceptibilitatea magnetică, 

conductivitatea termică; drumul liber mijlociu ; 
lungimea de undă ; coeficientul de dilatare liniară ; 
căldura latentă molară, 

potenţialul chimic; permeabilitatea magnetică ; 
coeficientul Joule-Thomson ; coeficientul termo- 
electric Thomson ; momentul magnetic elementar, 
frecvenţa ; coeficientul Poisson, 

coeficientul Peltier, 

densitatea; p(X, t) — densitatea fazică de pro- 
pabilitate, 

constanta lui Stefan-Boltzmann ; sarcina electrică 
superficială, 

timpul de relaxare, 

potenţialul electric, 

funcţia de undă, 

factorul de normare în distribuţia microcanonică, 
frecvența unghiulară. 
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INTRODUCERE 


Studiul aprofundat al fizicii teoretice şi, în particular, al 
termodinamicii şi fizicii statistice, ca un capitol al acesteia, 
se aseamănă în multe privinţe cu ascensiunea unui masiv 
muntos, cu urcușuri abrupte, ce par inaccesibile la prima 
vedere. 

Multe exerciţii şi probleme, multe aplicații, iată cărarea, 
care șerpuieşte către vîrful muntelui, de unde se deschid 
adesea largi și nebănuite perspective în toate direcţiile. 

Termodinamica şi fizica statistică datează de mai bine 
de un veac, dacă ne gîndim că două dintre cele patru prin- 
cipii fundamentale ale termodinamicii (principiul energiei 
şi cel al entropiei, de care sînt legate numele lui S. Carnot, 
J. P. Joule, J. R. Mayer, R. Clausius, W. Thomson) au 
fost formulate în jurul anului 1850, iar bazele teoriei cinetice 
şi fizicii statistice au fost puse şi ele în deceniul al optulea 
al secolului trecut, prin lucrările profunde ale lui J. K. Max- 
well, L. Boltzmann şi mai apoi ale lui J. W. Gibbs. 

Cu toată vîrsta solidă de predare a termodinamicii şi 
fizicii statistice în facultăţi, ele rămîn mereu tinere şi actuale, 
prin caracterul lor fundamental, fiind unele dintre discipli- 
nele importante, ce servesc înţelegerii întregii fizici şi con- 
stituie baza unor importante ramuri ale tehnicii. În afară 
de aceasta, termodinamica şi fizica statistică îşi îmbogăţesc 
mereu conținutul prin cîmpul larg de aplicaţii nu numai în 
fizica modernă, dar și în chimie, în biologie precum şi în 
variatele ramuri ale tehnicii, a căror dezvoltare este core- 
lată şi determinată de succesele fizicii. 

Prezenta, culegere se adresează tuturor celor ce vor să se 
antreneze pe povirnișurile iniţiale ale termodinamicii şi fizicii 
statistice, a căror parcurgere este necesară pentru a putea 
trece într-o etapă superioară. 
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Cartea este compusă din două părţi: o parte teoretică 
și culegerea propriu-zisă. Partea teoretică cuprinde : sumarul 
teoriei, întrebările şi anexele. În prima sînt expuse în mod 
succint principalele rezultate ale teoriei, a căror cunoaştere 
este necesară pentru rezolvarea exerciţiilor. Ea implică 
desigur parcurgerea prealabilă, sistematică a unui manual. 
Sumarul teoriei poate fi citit şi parţial, el servind drept ghid 
după nevoile capitolelor de exerciţii. 

Întrebările ce urmează, simple dealtfel, formează ele- 
mentul de control prin care cititorul se autoverifică în ce 
măsură are însuşite bazele teoriei şi poate trece la exercițiile 
propuse. Instrumentul ajutător în acest sens îl constituie 
anexele de la sfîrşitul culegerii, în care au fost sintetizate acele 
cunoştinţe de matematici ce servesc nemijlocit la găsirea 
soluţiilor. 

n partea a doua a cărţii, exercițiile propuse sînt gru- 
pate în 5 capitole: două de termodinamică şi trei de fizică, 
statistică, şi termocinetică. Rezolvările incluse au fost date 
pe cît posibil detaliat, iar în majoritatea cazurilor. calculele 
au fost duse pînă la capăt, cu talpon datelor numerice 
acolo. unde. era cazul. 
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SUMARUL TEORIEI 


Obiectul de studiu 


Termodinamica, fizica statistică şi cinetica se ocupă 
cu studiul proceselor fizice ce au loc în sistemele macro- 
scopice, adică în corpurile ce constau dintr-un număr foarte 
mare de particule. 

Dintre acestea, termodinamica reprezintă calea fenome- 
nologică, macroscopică de studiu, care : ignorind cauza feno- 
menelor termice, deduce legităţile termice pe baza a patru 
principii extrase din experienţă. 

Fizica statistică este o teorie deductivă microscopică. 
Ea stabilește legităţile macroscopice pe baza cunoaşterii 
structurii atomo-moleculare a sistemului şi prin aceasta 
fundamentează termodinamica. 

Unei stări termodinamice, macroscopice, a sistemului 
(dată de exemplu prin parametrii : presiune (P), volum (V), 
temperatură (7)), îi corespund, în general, o multitudine de 
stări microscopice, întrucît o microstare este caracterizată 
prin indicarea la un moment dat a tuturor coordonatelor 
generalizate, qy, şi a impulsurilor generalizate, pi(i = 1,2, ... 

. 3N), ale particulelor sistemului. Trecerea de la descrierea 
microscopică, (statistică), la cea macroscopică (termodi- 
namică), se tace printr-un proces de mediere. 

Ambele, atît termodinamica cît şi fizica statistică, stu- 
diază stările de echilibru ale corpurilor macroscopice, care, 
fiind staţionare, sînt lipsite de transport de masă, energie, 
sarcină ete. Spre deosebire de ele, termocinetica (numită 
deseori cinetică) se ocupă cu' studiul stărilor de neechilibru 
şi a proceselor de trecere a sistemului din stările de neecbhi- 
libru în stările de echilibru. 
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2. Legile fundamentale ale termodinamicii 


Prin sistem termodinamic se înţelege orice corp macro- 
scopic, sau sistem de corpuri macroscopice (ce conţine un 
număr foarte mare de constituenți), aflat în starea de echi- 
libru termic sau aproape de starea de echilibru. Așa sînt, de 
exemplu : o bară de fier, un bloc de gheaţă, un amestec 
gazos, o soluţie etc. 

Sistemele termodinamice pot fi omogene cînd au aceeaşi 
compoziţie chimică şi aceleaşi proprietăţi fizice în toate 
punctele, sau neomogene cînd conţin mai multe substanţe 
chimice numite componenți şi (sau) sînt alcătuite în general 
din mai multe faze. Paza este o parte a unui sistem neomogen, 
delimitată printr-o suprafață de separație şi care se carac- 
terizează în absenţa unui cîmp extern de forţe prin aceleaşi 
proprietăţi fizice în toate punctele sale. 

Un sistem termodinamic este caracterizat printr-un 
număr de parametri macroscopici ca: volumul, densitatea, 
magnetizarea, temperatura ete. Deosebim între aceştia para- 
metrii numiţi intensivi, care nu depind de masa sau numărul 
de particule ale sistemului (în această categorie intră tempe- 
ratura, presiunea, potenţialul chimic etc.), şi parametrii eg- 
tensivi, catre sînt proporţionali cu masa sau cu numărul de 
particule din sistem (cum ar fi : energia, volumul, entropia etc.). 

Totalitatea parametrilor care descriu starea unui sistem 
nu sînt independenţi, ci sînt legaţi prin așa-numitele ecuaţii 
de stare. Pentru gaze ecuaţia de stare reprezintă o legătură, 
de tipul f(P, V, T) = 0. În această categorie intră : 

ecuaţia gazului ideal 
(1) PV =nRT, (n — numărul de kmoli; R — con- 

stanta universală a gazelor), 
ecuația Van der Waals 


(2) (z -+ 2) (v — b) = kT, (a, b — constante ce depind 
v? ; de natura gazului ; 
v = VIN — volumul 
unei particule, 
N — numărul de particule; k — constanta lui Boltzmann), 
sau, mai general, dezvoltarea de virial 
Po B(T) 
(3) a a tă 


unde B,(T) se numesc coeficienți de virial. 
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Totalitatea parametrilor. termodinamici independenți 
determină starea: sistemului. Dacă în condiții externe ne- 
schimbate valorile parametrilor termodinamici rămîn ace- 
leași, avem de-a face cu stări de echilibru care sînt; staționare. 
Dacă în sistem există gradienţi ai parametrilor macroscopici 
(presiune, temperatură, densitate), el se va afla într-o stare 
de neechilibru. Trecerea: stare de neechilibru — stare de 
echilibru este numită proces de relaxare şi se caracterizează 
printr-o durată de relaxare. Aceasta din urmă se determină 
doar în termocinetică.. 


Categorii de procese termodinamice importante sînt 
cele de echilibru şi cele reversibile. Dacă procesul termodi- 
namic este foarte lent, iar viteza sa cu mult mai mică decât 
viteza procesului de relaxare, el este o suită de stări de echi- 
libru — adică avem de-a face cu un proces de echilibru (cva- 
sistatic). Restul proceselor cu viteză finită sînt procese de 
neechilibru. 


Un proces 1 — 2 prin care un sistem evoluează într-un 
timp finit din starea 1 în starea 2 este reversibil dacă revenirea, 
sistemului în starea, inițială din 2 în 1 poate fi realizată fără, 
schimbări în mediul înconjurător. Procesul de trecere a sis- 
temului din starea 1 în starea 2 se numeşte ireversibil dacă 
trecerea, inversă a sistemului din starea 2 în starea 1 nu poate 
fi realizată fără schimbări în mediul înconjurător. Exemple 
de procese ireversibile sînt procesul de difuzie, cel de dila- 
tare a unui gaz în vid şi în general toate procesele cu frecare. 
Din cauza vitezei cu care se desfăşoară, un proces de ne- 
echilibru este întotdeauna, ireversibil. Inversa, în general, 
nu este adevărată. 

La baza axiomaticii termodinamicii stau următoarele 4 
principii fundamentale, extrase din experiență. 

Principiul O. Principiul temperaturii (Fowler, 1928) 

Există o funcție de stare numită temperatură. Egali- 
tatea temperaturilor în toate punctele este condiţia de echi- 
libru termic a două sisteme sau a două părţi ale aceluiaşi 
sistem. 

Consecinţă. Două corpuri în echilibru cu al treilea sînt; 
în echilibru între ele (legea tranzitivităţii echilibrului termic). 

Principiul I. Legea conservării, energiei (Joule, Helm- 
holtz, Mayer, 1842). 


Există o funcție de stare numită energie internă, care 
rămîne constantă pentru un sistem izolat (dU = 0). Dacă 
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sistemul nu este izolat, avînd cu mediul înconjurător con- 
tact mecanic şi termic, atunci variaţia energiei sale interne 
va satisface relaţia 


(4) dU = 49 + ar,* 


unde lucrul mecanic dL este energia transferată sistemului 
cu variația parametrilor extensivi de stare, iar căldura dQ 
este energia transferată sistemului (prin conducţie, convecţie 
sau radiaţie) în cursul unui proces în care parametrii exten- 
sivi de stare rămîn constanți. 

Lucrul mecanice şi căldura au dimensiunile unei energii, 
dar nu sînt forme de energie, ci doar modalităţi de transmitere 
a energiei. 

Convenţia semnelor. Cele două moduri de transfer a 
energiei, căldura şi lucrul mecanic, se consideră pozitive 
dacă sistemului i se transferă energie de la mediul încon- 
jarător. 

Lucrul mecanic de variaţie al volumului are expresia 


(5) ai= > PAR, 
Mai general, avem 
2 


(5) | áL = > Y, dau 


unde «, sînt coordonatele generalizate macroscopice, iar 
Y, — forţele generalizate conjugate corespunzătoare. 


Principiul al II-lea. Legea creşterii entropiei (Carnot, 
1824; Clausius, Thomson (Kelvin), Carathéodory ş.a.) 


Acest principiu arată sensul evoluţiei fenomenelor na- 
turale. El are mai multe formulări echivalente. Admiţînd 
una dintre ele, celelalte apar drept consecinţe. 

1) Clausius — Căldura nu trece de la sine de la un corp 
cu temperatura mai coborită la altul cu temperatura mai 
ridicată. ; 


* Se utilizează notațiile åL și &Q pentru a indica faptul că mărimile res- 
pective nu sînt funcţii de stare și, prin urmare, nu sînt diferențiale totale 
exacte, cum este de exemplu dU. Pentru amănunte, vezi anexa II. 
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2) Thomson — Este „imposibilă realizarea unei maşini 
ciclice monoterme, dispozitiv care să transforme integral, 
în lucru mecanic, căldura extrasă de la o singură sursă. 

2) Carathéodory — În vecinătatea oricărei stări termo- 
dinamice există stări care nu pot fi atinse pe cale adiabatică. 

4) Există o funcție de stare numită entropie definită 
prin relaţia 


do 
dg o Cr 
(6) 8 > P 


Reunind (4), (5) şi (6) rezultă inegalitatea fundamentală a 
termodinamicii : 


(7) TA8 > AU + Ji Y, day 


care sintetizează principiile „1 şi al II-lea. În formulele (6) 
şi (7) semnul egal corespunde proceselor reversibile de echi- 
libru, iar inegalitatea, proceselor de neechilibru. 

În cazul sistemelor izolate adiabatic, din (6) rezultă 
legea creșterii entropiei 


(8) AS > 0, 


care arată că într-un proces adiabatic ireversibil entropia 
creşte pînă la atingerea valorii maxime corespunzătoare 
stării de echilibru, iar într-un proces adiabatic reversibil 
entropia rămîne constantă.: Prin urmare, sensul în care 
evoluează procesele naturale este sensul în care creşte entropia. 


Principiul al III-lea. Teorema lui Nernst (Nernst, 
Planck, 1906) 


Experimental se constată că 
(9) lim 8 = S, = 0, 
T0 


adică, atunci cînd T —>0, entropia sistemului S(7,z,) 
încetează să depindă de variabila z,, devenind o mărime 
constantă pentru toate substanţele. Prin convenţia propusă 
de Planck constanta respectivă se ia egală cu 0. 

Consecinţă. Temperatura de 0 K nu poate fi atinsă prin 
nici un proces finit ; de ea ne putem apropia doar asimptotic. 
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Rezultatele ce decurg din principiile termodinamicii 
se obţin prin metoda functiilor caracteristice (numite şi poten- 
tiale termodinamice, întrucit la echilibru ele posedă proprie- 
tăţi extremale). Prin funcție caracteristică înțelegem acea 
funcție termodinamică, care, exprimată în variabilele sale 
naturale, permite determinarea tuturor proprietăţilor ter- 
modinamice ale sistemului prin simple operaţii algebrice sau 
de diferențiere. În termodinamică se utilizează 4 funcții 
caracteristice mai importante : energia internă, U, entalpia, 
H, energia liberă, F, şi entalpia liberă, G. Tabelul de mai 
jos sintetizează cîteva dintre proprietăţile lor, care se deduc 
cu uşurinţă din relaţia de definiţie şi ecuaţia fundamentală a 
termodinamicii extinsă la sistemele cu număr de particule 
variabil. 


U(S, V, N) dU = Tag — PAV + uaN 


6U CU ôU 
pi E akt E ta aA x TEN pâna ; 
ha OE d PE 


H(8, P, N) = U + PV AH = TaS + VAP + uăY 


r- (B) o v- (B) e- (2) 
98 J py ôP jsw ôN jsp 


F(Y, T, N) = U — 78 aF = — SAT — PAV + paN 


OP or OP 
no (az) En alar) oz): 
óT V,N əy T,N ôN 7 


GP, T, N) = U + PV—T8 dG = — 8AT + VAP + ud 


ôG oG oG 
faza 77 Faa 
ôT jpw ôPjry oN ]pr 


Aici u este potențialul chimic al sistemului. Dacă sistemul 
este omogen şi unicomponent, Œ = uN astfel că u se inter- 
pretează ca entalpia liberă specifică. FE 

In sfîrşit, menționăm condiţiile necesare de echilibru 
termodinamic a două, sisteme care reclamă egalitatea para- 
metrilor intensivi, adică: P, = P, (echilibrul mecanic); 
TD, = Ty (echilibrul termic); u; = ua (echilibrul în raport 
cu schimbul de particule). 
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3. Rezultatele fundamentale ale statisticii clasice 


Fizica statistică explică proprietățile globale, macro- 
scopice, ale sistemului pe baza comportării constituienților 
săi microscopici. O stare microscopică a sistemului se defi- 
neşte indicînd coordonatele generalizate, q, şi impulsurile 
generalizate, p; ale particulelor sistemului, soluții ale ecua- 
țiilor canonice 


(0) =E; p=- 
i ôp dq, 


unde H(p; qi) este hamiltonianul sistemului. 

Diversele microstări se reprezintă într-un spaţiu 6N-di- 
mensional, numit spațiul fazelor al sistemului în care un 
punct este caracterizat de 3N coordonate generalizate şi 
3N impulsuri generalizate. Un astfel de punct reprezintă 
microstarea unui sistem la un moment dat. Evoluţia micro- 
stărilor sistemului în timp dă naştere la o traiectorie în spa- 
țiul fazelor. 

Legităţile statistice caracterizind un număr mare de 
particule nu pot fi reduse la cele mecanice. Aplicate siste- 
melor cu număr mic de particule ele îşi pierd sensul. Pro- 
blema centrală a fizicii statistice este aceea a medierii diver- 
selor mărimi microscopice; valorile medii obținute trebuie 
să reprezinte mărimile termodinamice corespunzătoare. 

În accepţia lui Gibbs, studiul evoluției sistemului în 
timp este înlocuit cu considerarea la un moment; dat a multi- 
tudinii sistemelor macroscopic echivalente cu sistemul con- 
siderat, numită ansamblu. Ansamblul reproduce la un mo- 
ment dat totalitatea microstărilor prin care trece sistemul 
în evoluţia sa temporală. Prin aceasta are loc înlocuirea va- 
lorii medii în timp cu media în raport cu ansamblul, mai uşor 
de evaluat. Demonstrația matematică riguroasă a echiva- 
lenţei celor două tipuri de mediere este anevoioasă, ea con- 
ducînd la aşa-numita ipoteză ergodică. 

Distribuţia ansamblului statistic al lui Gibbs în spațiul 
fazelor se face cu densitatea de probabilitate oli; pu t) 
(i = 1,... 3 N), numită şi funcție de distribuţie. Mărimea, 
o(p, q, t) dpdg reprezintă partea din numărul total de micro- 
stări (compatibile cu o macrostare dată) care se găseşte la 


2i 


momentul t în elementul de volum dpdg = dq, . . . dgsxdp, --. 
... pay al spaţiului fazelor. Cunoaşterea funcţiei de distri- 
buţie p permite evaluarea valorii medii în raport cu ansam- 
blul a unei mărimi M | 


(11) Ni =f f M(p, q, t) o(p, a; t) dpdg, 
(5) (9) 


precum și a măsurii deviației mărimii reale, măsurate, de la 
valoarea medie, numită fluctuaţie sau dispersia mărimii M 


(12) AM = | (ui =V F. 


Dacă AM < M atunci valoarea medie aproximează bine 
mărimea, termodinamică respectivă. Problema se reduce deci 
la, determinarea densităţii de probabilitate, p, deoarece 
cunoaşterea, ei permite apoi deducerea întregii termodinamici 
a sistemului, 

Observajie. Dacă densitatea p(p, q) nu depinde explicit 
de timp, sistemul se găseşte într-o stare staţionară (de echi- 
libru) şi valorile medii corespunzătoare sint mărimi con- 
stante. După cum am văzut mai sus, studiul stărilor de echi- 
libru ale sistemelor macroscopice constituie obiectul fizicii 
statistice, iar de legităţile sistemelor ai căror parametri ma- 
eroscopici de stare se modifică în timp se ocupă termo- 
cinetica. 

După condițiile în care se poate găsi sistemul există trei 
tipuri mai importante de ansambluri statistice. 

1. Ansamblul microcanonic. El se aplică sistemelor izo- 
late (E, V, N = const) cu energia constantă 


(13) H( pg) = E. 

În acest caz funcția de distribuție este dată de expresia 
; 1 

14 H) = —— &{H — E). 

(14) p(H) aa) (H(p, 9) — E) 


Aici d() este funcţia lui Dirac (vezi anexa VI), iar factorul 
de normare 


05 am- FE, 


T(B) = ff dpăg. 
(Hp, 4) &E) 
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În condițiile distribuției microcanonice, entropia S(E, V, N) 
joacă rol de funcţie caracteristică. Ea se calculează din con- 
siderente microscopice pe baza formulei 


(16) S=khml. 
După determinarea entropiei, celelalte mărimi funcţie de 


stare ale sistemului rezultă prin operaţii algebrice sau de 


diferenţiere. 

În comparaţie cu alte ansambluri, cel microcanonie este 
puţin utilizat, întrucît în natură se realizează rareori o izolare 
totală a sistemului. 

2. Ansamblul canonic, valabil pentru sistemele în con- 
tact cu un termostat (T, V, N = const), este caracterizat 
prin legea de distribuţie 


(17) AD) = exp (2) = Zi! exp (=F) 


unde 0 = kT, iar F(V, T, N) — energia liberă a sistemului, 
este funcţie caracteristică în aceste condiţii. După cum se 
vede din (17), 


(18) F = —01n Z, 


în care Z, este functia de partiție a sistemului, numită uneori 
şi integrală (sau sumă) de stare 


> |- f- dpdg, sau 


Z. = INN] 
(19) 


: Bi 
z= 4n (-2). 


Există două expresii diferite pentru Z, după cum energia 
sistemului variază în mod continuu sau discret. Aici gs 
reprezintă gradul de degenerare al nivelului £,, adică nu- 
mărul de stări cuantice care posedă aceeaşi energie, Hy. 
În (19,) factorul kN! ia în consideraţie, în aproximaţia 
semiclasică, structura discretă a spaţiului fazelor și indiseer- 
nabilitajea particulelor. pă 

Observaţie. Notind cu p, probabilitatea ca sistemul să se 
afle în starea cu energia E, se poate arăta că 


(20) 8 = — 2 Pi n po 
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adică entropia sistemului este determinată, exclusiv de pro- 
babilitatea ca sistemul să se afle în diferitele stări dinamice 
accesibile. Punînd în evidență legătura fundamentală dintre 
entropie şi lipsa de informație, formula aceasta a constituit 
punctul de plecare a lucrărilor lui Shanon (1948) în teoria 
informației. 

3. Ansamblul macrocanonie este tipic pentru sistemele 
care realizează schimb de energie şi de substanţă cu mediul 
înconjurător (T, V, u = const). În aceste condiţii, densi- 
tatea de probabilitate este dată de expresia, 


Q N—H 
(21) p = oxp (SE ), 
0 
funcție caracteristică fiind mărimea, AV, T, u) = —PV. 
După cum rezultă din condiția de normare, 
(22) Q = —0 n Z, 
unde 
00 
(23) Z= Š exp a z,, 
rd N=0 6 


Z, fiind dat de (19). Ounoscînd funcția Q se pot calcula 
imediat 


en a) ro 3-09), 
ôT Jya ôV jru du jrr 


4. Statistici cuantice 


În descrierea cuantomecanică a sistemului macroscopic, 
oricărei mărimi fizice i se asociază un operator sau matricea 
corespunzătoare. Stările staţionare ale unui sistem cuanto- 
mecanic format din N particule sînt descrise de funcția de 


undă F(q) = (ri ae TN), soluția ecuației lui Schrö- 
dinger, 


(25) HY,(q) = EY (0) 
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unde hamiltonianul sistemului 


- N h2 yi - N =- — 
(26) H = 3, [ —— + Ur J + pA Uri (Trs LD 
k=1 


2 My k#j=1 
în care 
2 A2 2 
n PE Le DEA A 
Ga? îy? OEA 


În (26), Usl t) este energia potenţială a particulei k în 


cîmp extern şi U(r, r;) este energia de interacțiune a par- 
ticulelor & și j. Valoarea pe care o ia o mărime fizică f în starea 
k este dată de formula 


(27) (= | iv, dq, 


A Y v . ao . . 
unde f este operatorul corespunzător mărimii f. Atribuind 
stării de energie W, probabilitatea de realizare pp vom 
avea, 


f= Si Pk = 2 erf Pf, dg = 
(28) i ; 
si | ăla — a) J(a)eta, a') dgdg’, 
(7) 9)a?) 


în care 
eld, t) = > pr PE (q”) FL), 


este mairicea densităţii în reprezentarea coordonatelor. Ea 
joacă în statistica cuantică rolul de funcție de distribuție. 
De exemplu, în condițiile valabilității ansamblului canonic, 
vom avea: 


sa Ha E 
(29) ps = exp (= = Z7! exp G! 


unde suma de stare Z, este dată de formula (19,). 


În cazul sistemelor de particule identice, principiile 
generale ale mecanicii cuantice impun anumite restricții 
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asupra, numerelor de ocupare, n;, ale stărilor cuantice. Co- 
respunzător cu aceasta vom avea două statistici cuantice. 
a) Statistica Permi-Dirac. Ea se aplică particulelor cu 
spin semiîntreg care se supun principiului lui Fermi, conform 
căruia n, = 0,1. Numărul mediu de particule din starea 
cu energie F, este atunci dat de expresia 
23 1 
(30 Nn; = E] 
ai exp a i Rl 
kT 
b) Statistica Bose-Einstein este valabilă pentru parti- 
culele cu spin întreg și n, arbitrar (n; = 0,1,2, ...). În acest 
caz avem legea de distribuţie 


i Dă 
i) 


În ambele statistici, energia şi numărul total de particule ale 
sistemului rezultă, din formulele 


(32) d N = > gh 


(u = Ep, nivelul Fermi). 


(31) i 


E = 3, QUM. 
(i) 


În cazul în care exponențiala este mult mai mare ca 
unitatea, cele două distribuții cuantice se reduc la distri- 
buţia clasică Maxvell-Boltzmann, pentru care 


(33) T p|- 


Condițiile de aplicabilitate ale statisticii clasice rezultă din 
inegalitatea 

| 3/2 
(34) Tup (an) l 


V h2 
P m OANE E i ka : ` 
ceea ce Înseamnă : densități yl mici, temperaturi mari 
şi mase ale particulelor mari. Dacă se realizează inegalitatea 
inversă, adică la : densități mari, temperaturi joase şi mase 


mici ale particulelor (de ordinul maselor particulelor elemen- 
tare), sistemul necesită o tratare cuantică. 
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5. Fluetuaţii 


Probabilitatea unei fluctuații a mărimii fizice v, faţă 
de valoarea de echilibru, 2, este dată de relaţia 


Lmin (Lo; 2) 
kT 

unde Lmin (Xo, 2) reprezintă lucrul mecanic minim necesar 

trecerii sistemului de la valoarea w, la w, iar T, este tempe- 


ratura în starea de echilibru. Pentru abateri finite de la 
echilibru se obține, de aici, 


p(2) = e exp [= 


APAY — ATAS 
2k To ) i 


formulă cu care se pot determina, alegînd în mod adecvat 
variabilele independente, fluctuațiile diferitelor mărimi ter- 
modinamice. 

Se poate arăta că atunci cînd numărul de particule în 
sistem este mare, fluctuațiile relative ale tuturor mărimilor 
termodinamice au aceeaşi formă asimptotică, şi anume 


(35) pla) = e exp ( 


2 
(36) 5, = iz, ~ aN 12, 


unde a este o constantă de ordinul unității. Acest rezul- 
tat simplu arată că la aşa-numita limită. termodinamică 
N => œ, V —> œ, = finit}, fluctuațiile dispar. Termodi- 


namica este deci o teorie asimptotică ce poate fi dedusă din 
fizica statistică. i 


6. Elemente de cinetică 


Am considerat pînă acum stările de echilibru. Stările 
de neechilibru, dependente de timp, pot fi tratate, de ase- 
menea; fie :fenomenologic, fie microscopic. Ignorînd repre- 
zentările-atomo-molculare, calea fenomenologică, corespun- 
zătoare termodinamicii proceselor de meechilibru; se. ocupă, 
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în special cu stabilirea legăturilor dintre J,, fluxurile diver- 
selor mărimi (energie, masă, impuls ete.) și forţele termo- 
dinamice care le generează, X,. Primul postulat fundamental 
al termodinamicii proceselor de neechilibru afirmă că dacă 
abaterile de la echilibru sînt mici, sînt valabile următoarele 
ecuaţii tenomenologice liniare 


(37) Ji = $ La Xr, 


unde L, sînt așa-numiții coeficienți fenomenologici sau cine- 
tici. În general însă J; = f (Xn ... Xa) în care f este o 
funcție arbitrară. 

Un al doilea postulat fundamental, stabilit de către 
Onsager (1931), afirmă simetria coeficienţilor cinetici (în 
absența cimpului magnetic și a rotației sistemului ca un tot), 


(38) Lair = Îmi 


Calea microscopică de studiu a proceselor de neechilibru 
corespunde cineticii. Ea se bazează pe reprezentările atomo- 
moleculare şi operează cu noțiunea de funcţie de distribuție 

-> 


fir, D, t) în spaţiul fazelor u. Prin definiție, fir, v, t) drav repre- 
zintă numărul de particule ce se găsesc la momentul t în ele- 


mentul de volum dr şi au viteza în intervalul (v, v + d). 

O problemă fundamentală a cineticii este aceea a găsirii 
ecuației pe care o satisface funcția de distribuție și apoi a 
stabilirii legăturii dintre funcţia de distribuţie şi mărimile 
macroscopice (fluxurile). 

Spre deosebire de stările de echilibru, pentru care există, 
metoda statistică generală de rezolvare a problemei, dată de 
Gibbs, în cazul stărilor de neechilibru particularităţile indi- 
viduale ale sistemului și multitudinea, influențelor externe 
posibile fac ca o astfel de metodă să nu existe. Mai mult 
chiar, ecuația care descrie variaţia funcţiei de distribuţie 
în spaţiu şi timp (ecuaţia cinetică), se poate deduce doar în 
două cazuri limită, făcînd o serie de presupuneri simplifi- 
catoare. Cele două cazuri limită corespund: 1) descrierii 
gazelor dense (ecuaţiile Smoluckhowski și Fokker-Planck) ; 
2) descrierii fenomenelor în gazele rarefiate (ecuaţia, cine- 
tică Boltzmann). 

1. În cazul gazelor dense (Arp, TS to unde à este 
drumul liber mijlociu, 7, — raza de acţiune a forțelor inter- 
moleculare, t — timpul parcursului liber, Tọ — timpul inter- 
acţiunii dintre două molecule), găsirea funcţiei de distribuţie 
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a sistemului se reduce la problema mişcării stochastice a unei 
particule în cîmpul creat de celelalte particule. În ipoteza. 
că există doar corelaţii între două evenimente succesive 
(procese Markoff), se introduce noţiunea de probabilitate a. 
tranziţiei particulei din punctul œ al spaţiului fazelor 6-di- 
mensional, al particulei (numit spaţiul u), în volumul ele- 
mentar dy din apropierea punctului y, în intervalul 7 


dw = W (y, æ; 7, t) dy, 


unde W(y, æ; 7, t) este densitatea de probabilitate a trecerii 
din punctul g în punctul y în intervalul 7, dacă timpul pără- 
sirii punctului æ este t. În aceste condiții se obține pentru W 
ecuația lui Kmoluckhowski 


(389) Why, æ; t+ 7T, to) = (mo, 2; T, to + 7) W(2, e; t, to) dz, 
Prin liniarizare ea conduce la ecuatia Fokker-Planck 


ow 9 
—— (Y, a; t, 0) + —[W(g, a; t, 0) aly, t)] — 
di 2; 


(40) 
E a T Mojo 
E SFA | = 
2 3Y: 9 3 g Yg k ? pă 
unde 
n 1 
at) = lim E [a — y) Wia, y; m t) do], 
720 m 
(41) 


r t 
ba (9; t) = lim [= ( (a =y) (os — 9) Vor; =) do]. 
790 % 


Ecuația Fokker-Planck mai poate fi scrisă în termenii funcţiei 
de distribuţie f(r, v, t) = f(, t) ţinînd seama că 


(42) fin) = | W(x, 2; t, 0) fie, 0) de. 
Se obține atunci 

2 (7,0 + ft Dand] 

di 9y; 
sei 1 æ 

== 3 EREI ECA t) bir (Y; 5] =0, 
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care este de fapt o ecuaţie de continuitate în spaţiul fazelor y. 
Ca aplicaţii imediate ale ecuaţiei Fokker-Planck menţionăm 
teoria mişcării browniene, teoria difuziei, probleme legate de 
cinetica plasmei etc. 

2. În cazul gazelor rarefiate (A > fo T > To), în ipo- 
tezele că se iau în consideraţie doar ciocnirile binare, se 
neglijează acţiunea pereţilor vasului şi se presupune că vite- 
zele particulelor sînt independente de pozițiile lor, rezultă 
pentru funcția de distribuție ecuația integro-diferentială dată 
de Boltzmann 

af ð 8 
=+ — (fo — (fo) = 
aT da O H a t) 


=f] 9) (o — 00 (FR — 1) 40 dr 


(44) 


unde w, este accelerația particulei, iar partea dreaptă repre- 
zintă integrala ciocnirilor. Aici, v şi v, sînt vitezele particu- 
lelor înainte de ciocnire, iar v şi m — după ciocnire E do 
este elementul de unghi solid ; fı = f (F, vi t), fi = for, v t), 
f' = f (ro, t); în sfârşit, o(Q) este secţiunea, diferenţială a, 
ciocnirii. Ea a fost determinată de către Boltzmann din con- 


siderente de mecanică clasică, în presupunerea că atomii 
gazului sînt sfere rigide de diametru d şi anume 


(45) c(9) = cos 0d? 


Funcţia, de distribuţie, soluţie a ecuaţiei cinetice a lui Boltz- 
mann, serveşte, în primul rînd, la determinarea diverșilor 
coeficienţi, cinetici cum ar fi: tensorul de electroconductibi- 
` litate, coeficientul conducţiei termice, al vîscozităţii, difuziei 
etc. De asemenea, ecuaţia cinetică a lui Boltzmann serveşte 
la obţinerea, diverselor legi de conservare, care conduc apoi 
prin mediere la ecuaţiile hidrodinamicii, precum și la sta- 
bilirea legii creşterii entropiei. i 

În aproximaţia de ordin zero ecuaţia lui Boltzmann 
conduce la cunoscuta, distribuţie Maxwell-Boltzmann. 
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ÎNTREBĂRI 


Termodinamica 


1. Care dintre mărimile : Xde, d( X4), ædX, reprezintă 
un lucru mecanic şi de ce? Poate fi integrată vreuna dintre 
ele Due a şti cum variază X ca funcţie de æ, sau g ca funcție’ 
de X? 

2. În ce condiţii lucrul mecanic este de forma, : X(wz— a) t 

3. De ce lucrul mecanic elementar 4L nu este, în gene» 
ral, o diferenţială totală exactă? 

4, Există vreo distincţie între o stare staționară şi o 
stare de echilibru termodinamic? Exemplificaţi. 

5. Este căldura o funcţie de stare? 

6. E corect să spunem: căldura; conținută în sistem 
este de 5J? 

7. Explicaţi deosebirea dintre căldură şi energia; 
internă, 

8. De ce este esenţială punerea; indicelui jos la o deri- 
vată parţială pentru a arăta parametrul care se menţine 
constant ? 

9. Dați exemple de sisteme deschise şi sisteme închise. 

10. Ce este o stare termodinamică? Prin câţi parametri 
intensivi independenţi se caracterizează un sistem termo- 
dinamic omogen? 

11. Care este deosebirea dintre un parametru extensiv 
şi unul intensiv ? 

12. Daţi exemple de sisteme care nu sînt în stare de 
echilibru termodinamic precum şi de altele care sînt într-o 
astfel de stare. 

13. Cum se reprezintă grafic un proces termodinamic 
într-un plan PV sau 78? Ce semnificaţie are aria de sub o 
curbă într-un astfel de plan? 

14. Arătaţi cum se poate determina 0, fără măsurători 
directe. 
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15. Dacă pentru un gaz ideal 0, = constant, trebuie ca 
Și Op să fie la fel? Dar pentru un gaz real? 
16. În ce condiţii: PVY = const? ( = 0p]09). 
17. Oare din parametrii următori sînt extensivi şi care 
intensivi. 
P, V, T, U,Q,8,F,H şi Q? 


18. Definiţi entalpia. De ce variaţia entalpiei este egală 
cu cantitatea de căldură într-un proces izobar şi nu în alte 
tipuri de procese? 

19. Ce este coeficientul de compresibilitate ? De ce în 
definiția lui intervine semnul minus ? 

20. Care este conţinutul fizic al principiului al II-lea; 
al termodinamicii şi care este formularea lui matematică? 

21. Detiniţi şi exemplificaţi noţiunile de proces rever- 
sibil şi ireversibil. 

22. Cum explicați unui nespecialist conceptul de en- 
tropie ? i tac 

23. O maşină termică cu o singură sursă termică con- 
trazice principiul I, al II-lea sau ambele principii ? 

24. În ce condiţii variaţia entropiei unei substanţe ce 
suferă um proces adiabatic va fi egală cu zero? i | 

25, Definiţi temperatura şi presiunea cu ajutorul deri- 
vatelor parţiale ale altor mărimi. h 

26. Este valabilă întotdeauna relația : d$ = i ? 

27. Oe se întîmplă cu entropia sistemului cînd doi con- 
stituienți se amestecă într-un vas izolat? 

28. De ce cînd amestecăm două gaze identice entropia 
nu variază? 

29. Oare este baza conceptuală şi definiția temperaturii 
absolute ? | 

30. Corespunde —10°F unei temperaturi absolute ne- 
gative ? 

31. Poate entropia; unui sistem vreodată să deserească ? 

32. De ce entropia; este o măsură a dezordinii ? 

33. În ce circumstanţe măsurarea energiei transferate 
sistemului sub formă de căldură şi cunoaşterea temperaturii 
ne permit să deducem valoarea entropiei sistemului ? 

34. Oare dintre mărimile : temperatură, energie, en- 
tropie, au înţeles în stările de neechilibru şi de ce? 
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35. Un proces este reprezentat într-o diagramă T8 prin- 
tr-o curbă. Ce arie are suprafața mărginită de curbă şi axa T? 

36. Ce este un proces izentropic ? Ce procese pot îi 
aproximate ca fiind izentropice ? 

37. Un vas izolat este împărțit printr-un perete în două 
compartimente egale, fiecare conținînd aer în aceleaşi con- 
diţii de presiune şi temperatură. Ce puteţi spune despre va- 
riația entropiei întregului sistem după înlăturarea peretelui 
despărțitor ? 

38. Ce este producerea de entropie ? 

39. Analiza unui proces arată o producere de entropie 


de —0,02 e Comentajţi acest rezultat. 


S 

40. Ce sînt coeficienții Onsager La? Pot fi ei deduși în 
termodinamică ? 

41, În ce condiţii L = Lt? 

42. Poate ti definit zeroul absolut al entropiei ? 

43. Ce sînt funcțiile caracteristice şi care este scopul 
introducerii lor? 

44. Ce este o fază? Dar un component ? 

45. Ce semnificaţie are potenţialul chimic ? 

46. Care este condiţia de echilibru a unui amestec de 
substanţe care reacţionează chimie între ele şi sînt menținute 
la P și T = const? 

47. Care este legătura; dintre potenţialul chimic şi funcţia 
lui Gibbs în cazul unui amestec de substanţe care nu reac- 
ţionează chimic? 

48. În ce constă regula fazelor dată de Gibbs? 

49. Oare este numărul maxim de faze ce pot coexista 
în echilibru în cazul unui amestec format din trei componenți? 

50. Ce se înţelege prin noţiunea de grad de libertate 
termodinamic al sistemului? 

51. Cite grade de libertate posedă un sistem unifazie, 
unicomponent ? Dar sistemul format din 3 faze ale aceluiaşi 
component ? 

52. De ce radiaţia termică de echilibru poate fi consi- 
derată un sistem termodinamic ? 

53. Oe este presiunea de radiaţie ? 

54, Credeţi că termodinamica, poate fi utilizată în studiul 
interiorului stelelor ? 

55. Cu ajutorul a câți parametri se defineşte starea unui 
gaz polarizat din punct de vedere electric $ 
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g=c. 325 qi 


Fiziea statistică 


1. Comentaţi deosebirea dintre o microstare şi o ma- 
crostare. 

2. E corect să spunem că un sistem în stare de echilibru 
se află totdeauna în aceeaşi microstare ? 

3. Poate avea un atom o energie arbitrară? Dar un 
corp macroscopic? 

4. În ce constă principiul indiscernabilităţii particu- 
lelor identice și care sînt consecinţele lui în fizica statistică? 

5. Comentaţi noţiunile de probabilitate matematică 
şi probabilitate termodinamică. 

6. De ce starea cea mai probabilă este importantă chiar 
cînd probabilitatea respectivă este mică? 

7. Care este semnificaţia faptului că microscopie en- 
tropia se defineşte prin intermediul funcţiei logaritmice? 

8. În ce constă principiul echipartiţiei energiei pe grade 
de libertate ? Este el valabil şi în statistica cuantică? 

9. Oe puteţi spune aplicînd principiul echipartiţiei ener- 
giei despre variaţia căldurii specifice a gazelor sau solidelor 
cu temperatura? 

10. “Ce este temperatura caracteristică ? 

11. Ce semnificaţie are spaţiul fazelor? Dar traiectoriile 
în spaţiul fazelor? 

12. Oe se înţelege în fizica statistică prin funcţie de dis- 
tribuţie și ce reprezintă, în particular, funcţia de distribuţie 
a vitezelor ? 

13. În ce condiţii unui gaz i se aplică distribuţia Max- 
well-Boltzmann ? 

14. Ce este funcţia de partiție şi care este importanța 
ei? Dar integrala (suma) de stare? 

15. Este funcţia de partiție un parametru intensiv sau 
extensiv şi de ce? 

16. Care este avantajul tratării statisticii clasice prin 
metoda lui Gibbs faţă de cea Maxwell-Boltzmann ? 

17. Justificaţi necesitatea introducerii noţiunii de an- 
samblu în statistica lui Gibbs. 

18. În ce constă ipoteza ergodică şi care este impor- 
tanţa ei? 

19. Cunoaşteţi exemple din alte domenii în care se sub- 
stituie valoarea medie în raport cu timpul cu valoarea medie 
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în raport cu ansamblul? Oe ipoteză trebuie să stea la baza 
unei astfel de substituții? 

20. Ce semnificație fizică se atribuie valorilor medii în 
raport cu ansamblul statistic ? 

21. La ce servește cunoașterea densităţii de probabili- 
tate în statistica lui Gibbs, respectiv a funcţiei de distribuție 
în statistica lui Maxwell-Boltzmann ? 

22, Care este interpretarea statistică a principiului al 
II-lea al termodinamicii ? 

23. În ce condiţii sînt valabile distribuțiile : microca- 
nonică, canonică și macrocanonică? Conduce ele la rezultate 
fizice diferite ? 

24. Legile de distribuţie canonică şi microcanonică sînt 
descrise de funcții complet deosebite. În ce sens trebuie 
înțeleasă echivalenţa termodinamică a celor două tipuri de 
ansambluri ? 

25. Oare este funcția termodinamică caracteristică în 
distribuţia microcanonică ? Dar în cele canonică Şi macro- 
canonică? 

26. Moleculele unui gaz monoatomie ce se găsesc într-un 
vas menţinut la temperatura Ties printr-un orificiu tăcut 
în unul dintre pereţii vasului. Cum va fi energia cinetică 
medie a moleculelor care ies față de cea a moleculelor din 
vas : mai mare, mai mică, sau la fel şi de ce? 

27. Cum se defineşte temperatura statistică ? 

28. Daţi explicaţia statistic cuantică a paradoxului lui 
Gibbs. 

29. Exemplificați importanța studiului statistic a fluc- 
tuaţiilor. Ce rol joacă fluctuațiile în termodinamică şi de ce? 

30. În ce condiţii cunoașterea valorii medii şi a disper- 
siei (fluctuaţia pătratică medie) descrie în mod suficient 
comportarea reală a unei mărimi ? 

31. Întotdeauna valoarea medie a produsului a două 
mărimi este egală cu produsul valorilor medii respective? 

32. Ce este mişcarea browniană şi care este procesul 
macroscopic echivalent ei? 

33. În ce condiţii ecuația de transport a lui Boltzmann 
conduce la legea de distribuţie a vitezelor lui Maxwell? 

34. Pe ce ipoteze fizice simplificatoare se bazează dedu- 
cerea ecuaţiei lui Boltzmann și în consecință care sînt limi- 
tele sale de aplicabilitate? 

35. Oare este semnificaţia fizică a teoremei H , dată de 
Boltzmann ? 
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36. Explică fizica statistică caracterul ireversibil al 
proceselor macroscopice ? 

37. Indicaţi calea prin care se pot stabili ecuaţiile hi- 
drodinamicii plecînd de la ecuaţia lui Boltzmann. 

38. Ce ecuaţii cinetice cunoaşteţi în cazul gazelor dense ? 

39. Există o legătură biunivocă între nivelele ener- 
getice ale unui sistem și stările lui cuantice? 

40. Ce se numește un gaz degenerat, dar un nivel dege- 
nerat ? 

41. Care este criteriul fizic după care stabilim dacă o 
microparticulă este un boson sau un fermion? Dar cel ma- 
tematic ? 

42 Care este principiul fundamental care distinge 
bosonii de fermioni? 

43. În ce condiţii îi putem aplica unui sistem statistica 
clasică şi cînd este necesară tratarea cuantică? 

44. Ce este pragul (nivelul) Fermi şi ce rol joacă el? 

45. Există vreo deosebire între distribuţia bosonilor 
şi cea a fermionilor pe nivele energetice la T = OK? Dar 
la temperaturi. obişnuite? 

46. Prin ce se deosebeşte gazul electronic în metale de un 
gaz obişnuit şi ce consecinţe atrage aceasta după sine? 

47.“În termodinamică principiul al III-lea era consi- 
derat un rezultat experimental. Arătaţi că el este o mani- 
festare a proprietăţilor cuantice ale gazelor bosonic și fer- 
mionie. 

48. În ce constă fenomenul de condensare bosonică? 
Pentru ce sisteme are el loc şi în ce condiţii? 

49. Ce este densitatea spectrală de energie ? Arătaţi de 
ce în cazul corpului negru ea este o funcţie universală de 
frecvență şi temperatură. 

50. Indicajţi ce metode statistice de determinare a con- 
stantei lui Planck cunoaşteţi. 

51. Cum se explică schimbarea culorii corpului care ra- 
diază, când temperatura lui variază? 

52. Cunoaşteţi vreo metodă de stabilire a temperaturii 
corpurilor foarte fierbinţi cum ar fi stelele sau unele cuptoare ? 

53. Ştiţi în ce a constat „catastrofa ultravioletă” ? Cine 
și cum a rezolvat situaţia critică creată? 

54. De ce potenţialul chimic al gazului fotonie este egal 
cu zero? 

55. Care sînt fundamentele teoriei cuantice a căldurii 
specifice la solide şi gaze? 
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EXERCIŢII 


Enunțuri 


Cap. I. Noţiuni fundamentale. Principiile 0 si I ale 
termodinamicii 


1. Să se arate că dacă fiecare dintre variabilele. æ, y, 
2 este funcție diterenţiabilă de celelalte două, considerate 
independente, sînt valabile relaţiile 


GEA $ ôx 2 ôg 

Cara! akale 

i 22 Jy CAN Oy Ja dz Ja dz, j 
ôx Jy 


i sia a) Să se demonstreze că dacă forma de două va- 
riabile 


áf = X(x, y) dæ + Y(x, y) dy, 


este o diferenţială totală exactă, atunci are loc conditia 


(= ) (2 
lâyJ, Laz], 
i b) Presupunînd că funcțiile X şi Y sînt univoce, con- 
tinue şi derivabile, iar Y # 0, să se arate că forma df posedă 
întotodeauna factor integrant, adică o formă diferențială 
de două variabile este totdeauna olonomă. 
f 3. Să se stabilească care dintre formele diferențiale de 
mai jos este diferenţială totală exactă, determinînd, acolo 
unde este cazul, şi funcţia z respectivă 


dz, = sdy + yds; åz, = gdy — pda; 

z, = syde + ydy ; dz, = æ’ydy + ada; 

de; = (x+y) dy+(@—y) dæ; dz; = (@ +y) de+ (æ — y) dy. 
4. R fiind o constantă nenulă să se arate că expresia 

GAA 


ph 


aQ = T) 47 + RT 


nu este o diterenţială totală exactă, dar că ea posedă factor 
integrant şi să se integreze. 

5. Să se determine funcţia f(V, T) din condiţia ca ex- 
presiile dU de mai jos să fie diferenţiale totale exacte. Să 
se calculeze apoi funcţiile U corespunzătoare 

a) dU =—e(T7)a7 +f(V, D)dV; 

E : 

Hin [an + “jar AIE LA 


6. a) Să se arate că în cazul unei forme Pfaff de trei 
variabile (se pot considera, în general, forme de n variabile) 


dP = X(x, y, 2) do +Y(v, y, 2) dy + Ze, y, 2) dz, 
condiția ca ea să fie o diferențială totală exactă poate fi 
scrisă în una dintre formele echivalente 


rot È = 0, unde R= RZ, Y, Z), sau par = 0. 


b) Formele Pfaff de trei sau mai multe variabile nu 
posedă, în general, factor integrant. Oonvingeți-vă de lucrul 
acesta cònsiderind expresia 

dP = ady + kdz, unde k este o constantă diferită de 0. 

7. Fie (a, ya) Și M82, Y2) două puncte în planul æy 
astfel ca 4, £ a, Yı Æ Yz Şİ fie formele diferenţiale 

da, = dx + dy; üz, = ydy + gdy. 
Integrind pe dz, şi de; după dreptele 
(2i, Y1) =- (Los Y1) ==> (La; Ya) (D 
(2i Y1) ==> (Er Ya) => (La, Ya) (IT) 
să se arate că 
a) f dz, = | åz, = z(u) — 2, (M), unde 73 =g fys 
11) a9 
b) | da, 4 f de, şi să se determine factorul integran 
9 an) 
al lui dz, 
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3. Mărimile termodinamice numite extensive sînt pro- 
porționale cu numărul de particule al sistemului (masa), în 
vreme ce mărimile intensive sînt parametri de echilibru, 
independenţi de numărul de particule. Care dintre. mărimile 
de mai jos sînt extensive și care intensive : U, L, Q, P, 7,8, 


SE) (ôH 
H=VU+2PV, (a ; za MO A E E 8 a 
S P 


ôG 
f APY, [sa] 3 
rr 


ee Lyse 


între ele. Să se demonstreze că de aici decurge principiul 0 
care afirmă că există o funcţie de stare numită temperatură 
empirică, 0 = f(P, V), în aşa fel încît echilibrul termie 
dintre sistemele 1 şi 2 reclamă egalitatea temperaturilor celor 
două sisteme. 

10. Să se determine coeficientul de dilatare cubică 


1 (8V > "e 

a= — (l , Şi coeficientul de compresibilitate izoterm 
V-\ôT jp 

k iii (35 : a) pentru un gaz ideal; b) pent. 

T y Fl : pe g ; b) pentru un 


gaz Van der Waals. 
11. Propagarea undelor elastice într-un gaz se face în 
1/ 


: 2 
mod adiabatic cu viteza v, = =] , unde p este densi- 
e 

PD 1 (ov E ză 

tatea, iar kg = — F A . a) Să se găsească k, pentru 
e A S 

un gaz ideal. b) Să se explice de ce măsurind v, se poate 
calcula y(y = 02/07). c) Să se arate că v, depinde doar de 7. 

12. a) Să se stabilească formula care leagă coeficienţii 
termodinamici : 


1 (oV i 1 fOP 1 (ôV 
a=, — cetera] [i B= — T), = Deere [] 
V VaT jp P \ aT jy VAOP/r 
„__b) Să se verifice relaţia kr = a/PB calculînd în mod 
direct coeficienţii a, B, kr pentru un gaz ideal, sau pentru un 
gaz Van der Waals. 
c) Să se deducă relaţia ce există între coeficienţii a şi 
kr pentru un gaz Van der Waals. 
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13. a) Să se demonstreze că într-un proces cvasistatic, 
avem 


aP = i: (aar-— FP 


1 /(8V 1 {ôV 
unde kyr = — — |- ) 3 E ) i 
FOP Jy V 427 je 


b) Să se arate că între coeficienții termodinamici a şi 
i tta ” ĝa ler 
kp există relația : Ea = — Lja 
2P jr 21 Jp 
14, a) Să se determine ecuația de stare a unei substanțe 
pentru care se cunosc coeficienții termodinamici 


1 ôP 1 ôV 1 
== mm wpesis = fk Și hp = A, Daia PS = ——, 
g e Laz JUD) și ho AES ȘI 


b) În ce condiţii se obţine chiar ecuaţia de stare a ga- 
zului ideal? 
15, “Fie o bară caracterizată prin ecuaţia de stare 


2 
F = 47 a |; 
lo l 

unde : F este mărimea forței ce acționează în lungul barei, 
T — temperatura, A — o constantă, 1 — lungimea barei 
lo — lungimea în lipsa forței ; l este funcție de temperatură. 

a) Să se deducă expresia modulului izoterm al lui 
Young, Yy. 

b) Să se determine coeficientul de dilatare liniară, à. 

16. Să se deducă ecuaţia de stare a unei substanţe 
pentru care coeficientul de dilatare în volum, a, şi coefici- 
entul de compresibilitate izoterm, Ip, sint daţi de expresiile : 
V — a 3(V—a) 
————, hp (a = const). 

YT 4PV 

17. a) Să se găsească ecuaţia de stare a unui lichid 
care are coeficientul de compresibilitate izoterm kr = a 
[1 +b(T — T,)], iar coeficientul de dilatare în volum 
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a = e(1 — rP), unde a = 2,52-10-5 atm, b = 2.1073 K-1 
T, = 273 K, 7 = 142-104 atm, 6 = 42.104 K- i 

b) Iniţial lichidul are temperatura T,= 273 K şi 
P, = 0. La ce temperatură presiunea devine P = 100 atm 
dacă în cursul procesului volumul rămîne constant ? 3 


18. Se dau: Fa > nR , pa N ra IE 
ôT jy V—b \ôYjr (V — b}? 
2 
tZ, Să se calculeze : (35) şi (5 şi să se găsească 
y y ôV jp’ 


ecuația de stare corespunzătoare. 
19. Să se serie ecuația lui Van der Waals: (2 + 
& a E 
+ z (v — b) = kT, sub forma dezvoltării de virial. 


20. Fie un gaz ce se supune ecuației de stare Dietericci 
nRT na). 
P = ——— exp (= m] j 


unde æ şi b sînt constante ce caracterizează substanța, iar 
n este numărul de moli. Să se arate că în punctul critic, 
presiunea, volumul şi temperatura sînt date de formulele : 


V, = 2mb; T,= 


21. Să se arate că în cazul gazului Van der Waals, pa- 
rametrii de stare a gazului în starea critică verifică relatia : 
Pyo/kT, = 3/8. 

22, Să se determine temperatura Boyle, Tp, a unui gaz 
care satisface ecuaţiei de stare Berthelot : 


(> + =] (V — b) = RT. 


23. Să se evalueze temperatura Boyle a oxigenului pre- 
supunînd că el satisface ecuaţia Van der Waals în care: 
a = 1,35 mfat/kmol?, b = 0,03 m*/kmol. 
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24. Pentru sistemele descrise prin parametrii de stare 
P, V, T căldura elementară primită într-un proces cvasi- 
statie poate fi scrisă în una din formele 


(1) 4Q = 0AT + I1păV = 0AT pA P = may 4 medP, 


unde coeficienţii care intervin depind şi ei de P, V, T. Să 
se demonstreze că 
a) mp = lpOpl(0p — Cr); Mp = — lOr (0p — Or) ; 
Mylly + mollp = 1. 
ôP oy f 
b [——) = (0r — Cle; {—] = (0r — CDI 
) Eni ( P v)Ile; Ta ( P mln 


indicîndu-se sensul fizic al coeficienţilor respectivi, 
25. 'Ţinind seama de definițiile coeficienţilor «, ka (vezi 
exerciţiul 10) şi y = 02/07, să se stabilească relaţiile 


» r= (a), unde T = cd d 

y 
E , 
AE 


ae! 


b) = (Și (r NPE: i = (27) | 
w= FEN DE z= (rj 


EE id (22) ( SE), 
y=1 Vaz; SE 

c) y = krlks. 

26. 2) Să se arate că lucrul mecanic efectuat de un gaz 
ideal în cursul unei transformări adiabatice este nE (T, — 
~ Ty rt) 

b) Oe lucru mecanic efectuează un mol de, gaz care se 
dilată izoterm şi cvasistatic la temperatura de 20%0 din 
starea cu presiunea P, =20atm în starea cu presiunea 
P, = 1 átm. 

27, Un cilindru conține un volum V, = 10 1 aer la 
presiunea P, =3 atm şi temperatura T, = 300 K. Oare 
este noul volum şi noua temperatură a gazului dacă presiunea 
a) se dublează bruse ; b) se dublează lent. 

28. Să se determine lucrul mecanice de polarizare a uni- 
tăţii de volum a unui dielectric izotrop : a) dacă sistemul este 
adus de la co în cîmpul generat de o sarcină fixă ; b) dacă se 
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aplică o diferență de potenţial plăcilor unui condensator 
care include sistemul. 

29. Să se obţină expresiile lucrului mecanic de magne- 
tizare ale unui sistem plasat într-un cîmp magnetic. j 

30. Un gaz ideal, avînd presiunea P = 2 atm si tempe- 
ratura T = 300 K ocupă un volum de 0,5 m?. Gazul se des- 
tinde întîi în mod adiabatic pînă la volumul V=1,2 m, 
apoi se comprimă izobar pînă la volumul inițial, iar în final 
presiunea sa creşte izocor pînă cînd gazul revine la starea; lui 
iniţială. Reprezentind procesele într-o diagramă VP să se 
găsească : a) temperatura la sfîrşitul fiecărei transformări ; 
b) lucrul mecanic efectuat în timpul ciclului. Se dă expo- 
nentul adiabatic y = ©p/0p = 1,4. 

31. Un gaz ideal se găseşte inițial în starea descrisă de 
parametrii: T, = 300 K, P; =3atm, V, =4m?. Gazul 
se destinde izoterm pînă la V = 16 m°’. Apoi, are loc un 
proces izocor, urmat de o comprimare adiabatică, ce aduce 
gazul în starea iniţială. Știind că y = 1,4 : 1) să se deseneze 
ciclul în diagramele P V și T 8, determinînd datele numerice 
ale parametrilor de stare în punctele finale ale celor trei 
procese : 2) să se calculeze lucrul mecanic efectuat de gaz 
în timpul ciclului. 

32. O cantitate de oxigen, care se presupune gaz ideal, 
ocupă inițial volumul V, = 1 1 la presiunea P, =2 atm. 
Sistemul este trecut în mod cvasistatic în starea finală cînd 
V; = 41, în următoarele moduri: 1) printr-o expansiune 
adiabatică i > f; 2) printr-o expansiune izotermă V, -> Vi 
urmată de o variaţie izocoră a presiunii ; 3) printr-o transfor- 
mare izocoră P,-—> P, urmată de o expansiune izobară. 
Să se verifice afirmaţia că lucrul mecanic efectuat de sistem 
la trecerea i -> f. depinde, în general, de drumul urmat. Se 
dă exponentul adiabatic y = 07/07 = 1,4. 

33. a) Un fir metalic de lungime 1 = 100 cm, modul 
Young- Y = 2-10° kgf/cm? și arie a secţiunii transversale 
s = 0,001 em? se află la 00 sub acţiunea unei forțe F ce 
acţionează de-a lungul firului. Procesul alungirii firului este 
cvasistatie și izoterm. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat 
prin creșterea forţei de la 0 la 10 kgf. 

b) Se consideră o variantă a problemei din a) în care 
volumul nu mai este constant, iar coeficientul Poisson al 
firului, v = 0,3. Cît este lucrul mecanic suplimentar efectuat 
împotriva presiunii atmosferice ? 
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34. Într-un cilindru cu piston sînt 51 de apă la T = 
= 293 K. Se dau coeficientul de dilatare în volum a = 2-104 
K- şi cel de compresibilitate hp = 4-10 m?/N. Să se cal- 
culeze lucrul mecanice efectuat în următoarele procese cva- 
sistatice : a) izoterm, de creştere a presiunii de la 1 atm la 
100 atm; b) izobar (P = 1 atm), dacă temperatura creşte 
de la 0°C la 80°C. 

35. Un gaz ideal trece din starea P, = 60 Nm, Fi = 
= 1m5, în starea P; = 3 N/m”, Vr =4 m? prin procesele 
descrise de ecuaţiile: a) P = 64/V? şi b) P = 84—24 V 
(vezi figura de la răspuns la exercițiu). a) Să se calculeze 
lucrul mecanic efectuat în cele două procese ; b) să se stabi- 
lească dependența temperaturii de presiune pentru fiecare 
proces. 

36. Să se evalueze energia transferată prin contact 
termic cu un mol de gaz din exercițiul precedent, dacă în 
ambele procese are loc o creştere infinitezimală a volumului, 
Se va considera Cp = const. 

37. Fie un vas despărţit în două compartimente, A şi B, 
care comunică printr-un robinet. Compartimentul A con- 
ţine un gaz, iar B este vidat. Deschizînd robinetul, gazul va 
trece din „A în B. Alegeţi care dintre alternativele de mai 
jos se realizează şi de ce : a) gazul efectuează lucrul mecanic ; 
b) gazului i se transferă din exterior energie sub tormă de 
lucru mecanic ; e) nu există lucru mecanic în acest proces. 

38. a) Să se arate că în general cantitatea de căldură 
dQ nu este diferenţială totală exactă. 

b) Să se demonstreze același lucru pentru lucrul me- 
canic dL = — PAV. 

39. a) Un mol de gaz ideal la temperatura; T are energia 
internă: U = U, +0pT. Să se determine temperatura 
finală a gazului după o destindere adiabatică în vid. 

b) Să se exprime variaţia energiei interne a unui gaz 
ideal ce se dilată izobar de la volumul V, la volumul Va. 

40. Să se calculeze variaţia energiei interne ca urmare 
a evaporării unui mol de apă la P = 1 atm şi T = 10%0. 
Se dă volumul molar al apei = 18,8 em*/mol şi cel al vapo- 
rilor = 3,02-10% em*/mol în aceste condiţii, precum şi căl- 
dura; latentă de evaporare = 4,06-104J/moi. 

„49, Bwvaluaţi energia; transferată unui mol de gaz ideal 
sub formă de lucru mecanic într-o comprimare cvasistatică 
adiabatică în decursul căreia volumul gazului variază de 
la V, la Va. 
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42. Un gaz ideal trece cvasistatic în condiții adiabatice 
din starea (Pi, Vi, T1) în starea (Pa Va 12). Să se arate că 
dacă se transmite gazului aflat în starea finală (la volum 
constant), o căldură egală cu lucrul mecanic efectuat de gaz 
în timpul procesului, temperatura sa devine cea iniţială, 

43. a) Să se deducă ecuaţia adiabatei unui gaz ideal. 

b) Să se determine în ce condiţii adiabata (dQ = 0) 
coincide cu izoterma (dT = 0). 

44. Să se stabilească formula lui Reech, y = kr/kg 
care leagă coeficienții de compresibilitate izotermă şi adia- 
o AA : r Op 
batică ai unui gaz ideal (+ = ae) 

y 

45. Să se determine viteza; unei unde sonore ce se pro- 
pagă într-un gaz real descris de ecuaţia Van der Waals. 

46. a) Utilizind relaţia 


21 jp OV jr 


să se determine energia internă a unui mol de gaz ideal, 
T 


Stă = 0, avem şi (E) = 0. 
| V jr IP jr 
c) Folosind formula (1) să se determine energia internă a 


unui mol de gaz Van de Waals. 
41. Fie un mol de gaz Van der Waals monoatomic cu 
energia internă 


b) Să se arate că dacă 


1. U=0T = : (a = const). 


2 y 


Care este temperatura linală a gazului, dacă el se găseşte 
inițial la temperatura T, şi ocupă volumul V, şi apoi se des- 
tinde adiabatic în vid pînă la volumul F}? 

48. Un litru de gaz ideal avind temperatura T = 
= 300 K şi presiunea P = 15 atm se destinde izoterm pînă 
la volumul V = 101. Să se calculeze: lucrul mecanic, L, 
variaţia energiei interne, AU, căldura, Q, şi variaţia ental- 
piei, AH, ce intervin în acest proces, 

49. a) Să se exprime capacitatea calorică, Op, cu aju- 
torul entalpiei, H = U + PV. 
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b) Să se arate că în cazul unui proces adiabatic ce are 
loc într-un sistem a cărui energie internă, U = U(T, P) are 
loc relaţia 


(55), (a), +? (oz), 


50. a) Să se demonstreze formula 


a oror [GE], G), 


51. Să se stabilească relația 


ôH | 2P 
RES = - baccas e sil unde H = U + PY. 
Re Or ( oF ), ( =r ii 


52, Să se găsească expresiile coeficienţilor: Op, Or, 
= pa phar (35) cu ajutorul energei interne, U, şi 
AV jr dP jr 
a entalpiei, H = U + PV. 

53. Un fluid are energia internă: U = UT) + PA(T) 
şi ecuația de stare: PV = nRT + V~1B(T). Să se calculeze 
capacităţile lui calorice, Cp și Oy. 

54. Un mol de gaz ideal parcurge ciclul: (Pa, V.) —> 
— (Po Vai (Po Va > (Pa Va); (Pa Va) —> (Pa V); 
(P2V,) — (Pı, V1). Să se evalueze lucrul mecanic efectuat 
şi căldura absorbită de gaz în timpul ciclului. 

55. Să se calculeze energia transferată sub formă de 
căldură şi lucrul mecanic efectuat de un mol de gaz ideal în 
transformarea ciclică: (7, Vd) (Pa V) (Ta Và —> 
> (24 Vd > (Ty Va) , au i Ă 

56. Un mol de gaz ideal, care are iniţial presiunea P, 
şi volumul V, se extinde liber, în condiţii adiabatice, pînă 
la volumul V, El este comprimat apoi cvasistatie pînă la 
volumul V, printr-un proces izobar (P = P,). În stirşit, 
gazul este încălzit la volum constant (V = V,) pînă cînd 
presiunea sa devine P, (ciclul Mayer). Să se demonstreze cu 
ajutorul acestui ciclu relaţia lui Mayer Cp — 0, = R 

57. Să se arate că pentru un gaz ideal definit în maniera 
cea mai generală (Cp şi Cpnu sînt constante), are loc relaţia 


1 (2) Bi (2) 
vio], Pav jë 
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58. Considerind oxigenul un gaz Van der Waals pentru 
care se dau: Cy = 20,8:102J mol”! kg-1*0-1; q == 138-108 
Nm‘ mol“? kg? și up — us = 0p(0p — 0) talor! — o7’), 
vom presupune că el suferă o destindere adiabată în vid de 
la densitatea p; = 0,25 kg mol m`? la p;= 0,083 kgmolm”8, 
Să se evalueze variația temperaturii gazului în acest proces. 

59. Un gaz ideal se găseşte iniţial într-un vas izolat; la 
presiunea P, şi temperatura T, El se destinde evasistatic şi 
adiabatic printr-o supapă într-un cilindru cu piston pînă 
cînd presiunea sa devine egală cu P, — presiunea menţinută, 
de cealaltă parte a pistonului. a) Presupunînd cilindrul izolat, 
fără irecări, iar volumul inițial închis de piston — zero, să 
se determine temperatura finală T, a gazului în vas. b) Să 
se calculeze numărul de kilomoli.rămas după destindere, n, 
dacă se ştie că numărul iniţial de kilomoli era n. 

60. Fie din nou sistemul din problema precedentă, în 
care in Și Ug sînt energiile interne molare ale gazului din vas 
în stările iniţială și finală, iar T’, v’, w respectiv : tempera- 
tura, volumul molar și energia internă molară a gazului din 
cilindru după expansiune. Să se arate că au loc relaţiile 

n 


a) U, — (n/m) ua = (1 — a (w + Pav). 
na 


3 5 1 — P/P 
b) Pf Bor) 1, 
b) (Tiy EEE AI 


61. Un recipient vidat, izolat din punct de vedere termic, 
este în contact cu atmosfera unde presiunea este P, și tempe- 
ratură T, pînă cînd presiunea sa devine egală eu P,. Presu- 
punînd că aerul se comportă ca un gaz ideal cu capacităţi ca- 
loriee constante, să se arate că temperatura finală a aerului 
din recipient este T = yT, (y = 02/09). 

62. Un mol de vapori supraîncălziţi au energia internă 
şi ecuaţia de stare date, respectiv, de relaţiile 


(1) u = nP {v — b) +o, 
(2) P(o — b) = RT — aPT”, 


unde a, b, c, n sînt nişte constante. Să se deducă expresiile 
căldurilor specifice molare : a) cp; b) ep. 
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63, a) Utilizind principiul I al termodinamicii să se 
arate pentru coeficientul T din exerciţiul 25 că: T = 


-v (GEV ov mpi 


2P]v 
b) Să se găsească expresia energiei interne U în presu- 
punerea că T nu depinde de presiune. 
64. Utilizind principiul I al termodinamicii şi notaţiile 
din exercițiul 24 să se arate că 


P oU T Pa _p: Eg = (2) 1 
= [eee (E + op], NaP h ~ 


65. Să se demonstreze relațiile : 


a (9) (9-00), 
Fl 27], LoV)-loTr/s 


n ðU ôV 
— 0y = P A 
e Ma Ira. ij T 


66. Căldura de formare a apei din O şi H este Q, =28,6-107 
J kmol”14 iar cea de vaporizare a apei este Q, = 3,97.107 
J kmol. Să se determine căldura de formare a vaporilor de 
apă din elementele constitutive. 

67. a) Să se arate că în condiţiile cînd V sau P sînt 
constante, efectul termic nu depinde de reacţiile intermediare, 
ci doar de stările iniţială şi finală ale substanţelor care re- 
acţionează (regula lui Hess). 

"b) Să se determine prin ce se deosebeşte efectul termic 
al unei reacţii la presiune constantă de efectul aceleiaşi reacţii 
dacă ea se produce fără efectuarea unui lucru mecanic ex- 
terior. 

d 


69. Să se demonstreze ecuaţia lui Kirchhoff PT == 


reacții chimice. 

69. Să se arate că pentru o substanță magnetică omo- 
genă, avem Cy = (r) — s(a] „ în cazul cînd se 
ôT Ja ôT ja 
neglijează variația volumului la magnetizare. Aici: M 
este magnetizarea, H — intensitatea cîmpului magnetic, €y 


= 0; — O, utilizată în calculul efectului termic al unei 
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este căldura specifică la cîmp magnetic constant, iar u — 
energia internă a unităţii de volum. 

70. Neglijind variaţia volumului læa magnetizare, să se 
demonstreze că are loc următoarea relaţie între susceptibi- 
litatea magnetică izotermă şi cea adiabatică a unei substanţe 
omogene 


xs = (CuCu) xr- 


71. Să se găsească ecuaţia adiabatei unei substanţe 
paramagnetice ideale. 

72. a) Fie un gaz ideal. Să se arate că într-un proces 
politrop în care un parametru z se menţine constant, are 
loc ecuația , 


PV" = const, = (Cp — 02/07 — 0). 
b) În ce procese politrope capacitatea calorică C, este 
negativä, pozitivä, respectiv, zero? 


Cap. II. Principiile al II-lea ṣi al II-lea ale termodinamicii, 
Potenţiale termodinamice. Transiermări de fază 


1. Să se demonstreze că intersecţia a două adiabate 
evasistatice nu este posibilă, deoarece aceasta ar conduce la 
neîndeplinirea principiului al II-lea, care spune că nu se 
poate realiza o mașină termică care să funcţioneze cu un 
singur izvor. 

2. Două gaze ideale (cîte un mol din fiecare) avînd capa- 
cităţile calorice O; şi Cy se găsesc într-un cilindru, despăr- 
tite unul de altul printr-un piston mobil. Să se arate că acest 
sistem termic neomogen este neolonom, adică dQ nu posedă, 
factor integrant. | 

3. a) Să se stabilească expresia randamentului unui 
ciclu format din două izoterme și două adiabate (ciclul 
Carnot al unui gaz ideal) în funcţionarea lui ca motor şi ca 
mașină frigorifică. | 

b) Ciclul funcționează ca motor între temperatura T, = 
= 400 K şi T, = 300 K. Luerul mecanic efectuat într-un. 
ciclu este de 30 J. Se cere căldura care a fost absorbită de 
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4— 8,325 


ia sursa T şi cea cedată sursei T, precum şi randamentul 
mașinii, 

4. Un gaz cu exponentul adiabatic y = 0p/0p = 1,4 
este utilizat drept corp de lucru într-o maşină Carnot care 
funcţionează între rezervoarele T, = 500 K şi T, = 300 K. 
La temperatura mai înaltă maşina operează între presiunile 
P» = 15 atm şi Pg = 3 atm şi volumele Vg = 0,8 1 şi Ve = 
=4 1. Care sînt presiunile P, şi Pp şi volumele VA şi Vp între 
care funcţionează maşina la temperatura mai coborită? 

"5, Se consideră o maşină Carnot cu corpul de lucru un 
gaz ideal, care evoluează între punctele: P =— 2,5 atm, 
Vi = 2,91, Tp=300K; Po=1batm, Vp=0,81, 7, = 
=500 K; Po=3atm, Vo=41, 1,=500K; Pp=0,5 atm, 
Vp = 14,31, T, = 300 K. Ce energie Q, este transferată, 
sub formă de căldură de la corpul cald, care este randamen- 
tul maşinii și cîtă căldură Q, este transferată rezervorului 
rece în fiecare ciclu? 

6. Să se arate că ciclul Carnot are randamentul cel mai 
mare în comparaţie cu orice alt ciclu ce funcționează între 
aceleaşi temperaturi. 

7. a) Să se calculeze randamentul unei maşini termice 
care funcţionează după ciclul Stirling compus din izotermele 
T =T, Si D = Ta şi izocorele V = V; şi V = Ya Să se 
compare expresia găsită cu cea a randamentului ciclului 
Carnot, care funcţionează între aceleaşi temperaturi. 

b) Să se figureze ciclul în diagramele T V, PV şi T8. 

9. a) Să se arate că randamentul ciclului Diesel din 
figură (v. p. 51), executat de un gaz ideal, are expresia 


Eal aa 

I-A rK V, C. 

R = mi E A a til a ( eA 
Y Va i j ) 


v, V, 


unde procesele ab şi cd sînt adiabatice. 

b) Presupunînd temperaturile 7, şi T, fixate, să se 
găsească temperaturile T, şi Ta, astfel încît lucrul mecanice 
obţinut într-un ciclu să fie maxim. 

9. Să se calculeze randamentul unei maşini termice care 
funcționează după ciclul Joule, compus din două adiabate 
şi două izobare (P = P, şi P = P2). Substanţa de lucru se 
consideră un gaz. ideal. 
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10. Considerind substanţa de lucru un gaz ideal să 
se determine randamentul ciclului compus din următoarele 
trei procese : izobar, cu temperatura iniţială 7, şi finală Tis 
adiabatic (Q = 0) cu temperatura inițială 7, și finală 7, 
şi izoterm T. 

11. a) Fie un sistem (maşina 0) care schimbă în decursul 
unei transformări ciclice căldurile Q, cu sursele ce au tempe- 
raturile T, (i = 1,2, ..., n). Să se demonstreze că are loc 


i 
l 
I 
| 
I 
l 
| 
| 
I 
[i 
1 
l 
] 
i 
1 


A Va A V 


n" 
inegalitatea lui Clausius : $) 9/7, 0, în care semnul egal 
i=l 


se realizează numai pentru ciclurile reversibile. 

b) Să se arate cu ajutorul inegalității lui Clausius că 
dacă sistemul revine la starea iniţială printr-o transformare 
reversibilă izotermă, atunci căldura totală absorbită si 
lucrul mecanic efectuat sînt nule. 

12. Să se demonstreze egalitatea lui Clausius, consi- 
derind un ciclu Carnot în care se ia drept substanţă de lucru 
radiația termică. Densitatea energiei interne a radiaţiei este 
u = oTt (o 0, const), iar presiunea radiaţiei se determină 
din ecuaţia de stare P = u/3. 

13. Să se arate că din imposibilitatea transferului 
spontan al energiei prin contact termic de la un corp rece 
la unul cald (fără alte schimbări) decurge imposibilitatea 
realizării unui ciclu în care : 


$ 39/17 > 0. 
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14, Se dau pentru un gaz relaţiile: PV = f(0) şi 


3U 5 PE 
F = 0. Să se demonstreze că mărimea f(0) are sensul 
OY je 
temperaturii absolute (0 fiind temperatura într-o scară 
oarecare). 
15. Utilizind ecuaţia fundamentală a termodinamicii 
să se stabilească ecuaţia energiei 


(2) (2), e 
OV 97 fy 

16. Știind că u — energia internă a unităţii de volum 
a unui gaz fotonic este funcție doar de temper atură, iar ecuația 
de stare a gazului este P = u( T)/3, să se determine forma 
funcțională a funcţiei (T): 

17. Se stabileşte în mod experimental că energia in- 
ternă a unui gaz şi produsul dintre presiune şi volumul lui 
specific, depind doar de temperatura T. Ce se poate spune 
din punct de vedere termodinamic despre ecuaţia de stare a 
unui astfel de gaz? 

18. a) Uvilizind principiul al II-lea al termodinamicii 
să se determine expresia entropiei unui gaz ideal. 

b) Să se stabilească : 1) energia internă, 2) entropia şi 
3) ecuaţia adiabatei unui mol de gaz Van der Waals. 

19. 2) Plecînd de la faptul că d8 este o diferenţială 
totală exactă, să se demonstreze relația 


ð 
a) p Bi rar(e ; 
Pjr ôT jp 
b) Să se arate că din formulele : (27) = (57) = 0, 
ôV jr ôP 


se poate stabili ecuația de stare a gazului ideal. Aici: 
H este entalpia, P — presiunea, T — temperatura, V — 
volumul şi U — energia internă a gazului. 
ia y Da ôy ôP 
20. a) Să se arate că: Cp — Oy =T (z7). F A x 
¥ 
b) Este posibil ca Cp = Cp şi pentru ce substanță ? 
c) Să se găsească Cp — 0, la 300 K dacă se dau: vo- 
tomul molar, 18,27-107 “m? /kmol, coeficientul de dilatare 
termică, « = 2 „89. 105 K^}, şi coeficientul de compresibi- 
litate izotermă, a = 2,237-1011 m2/N. 
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21. a) Fie un mol de gaz Van der Waals în afara re- 
giunii de saturație. Să se arate că pentru acest gaz Cy = 
= (T). 

b) Să se determine Cp — Op. 

c) Folosind ecuaţia fundamentală a termodinamicii 
să se stabilească regula lui Maxwell care prevede egalitatea 
porţiunilor delimitate într-o diagramă PV de izoterma Van 
der Waals și izoterma experimentală, care coincide cu o 
izobară. 

22. Cu ajutorul principiului al II-lea al termodinamicii 
(9 = 49/17), să se stabilească următoarele relaţii referi- 
toare la coeficienții introdu şi în exercițiul 24 din capitolul T: 


95 98 
a) 0 = a(o 3E . =r (Fr), m = 7 (2 
97 97], IPJ, 


= 
m = (0), : hF (37) ; p=+r (Si) 
y 


b) lemy = — TCp; lymp = TOr; lylp = — T (0p — Cp) 


23. a) Să se demonstreze relaţiile 


A R a Tla). 
aP ja VP], ðP jr 27], 


z N 
23157) aefa) =r (37 r 
OV Ja aV a 57], 


b) Utilizind cea de a doua formulă din a), precum și 


sp 


9 
faptul să pentru un gaz ideal = = 0, să se arate că în 


T 
acest caz este valabilă relația : Pf(V) = T, unde f(V) este o 
funcţie oarecare de V. 

24. Să se determine adiabata unui gaz a cărui ecuație de 
stare are forma: P = P, (1 -+ aT — BV), iar Op ca şi a 
şi 8 sînt constante. 

25. 1000 g apă la 20°C sînt în contact termic cu o sursă 
la 800. a) Cu cît a variat entropia sistemului total (apă + 
+ sursă) după stabilirea echilibrului termic? b) Care este 
variaţia entropiei sistemului total dacă apa a fost întii pusă 
în contact cu o sursă de 500 gi apoi cu cea de 800? 
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c) În ee condiții apa poate fi încălzită de la 20°C la 80°0 fără 
variaţie de entropie? Se dă căldura specifică a apei = 
= 4,2-10? J/kg K. 

26. 2) Un mol de gaz ideal se destinde adiabatic în vid 
de la volumul V, la V. Să se calculeze variația de entropie 
în acest proces. Să se arate că procesul de destindere este 
ireversibil. 

b) Să se calculeze variaţia entropiei la o comprimare 
izotermă a gazului de la presiunea P, = 1 atm la P, = 
= 10 atm. 

27. O bară de metal avind temperatura de 20°C este 
introdusă într-o incintă menţinută la temperatura de 300°0. 

a) Să se demonstreze că procesul de încălzire a barei 
este ireversibil. 

b) Să se calculeze variaţia entropiei barei în tim- 
pul încălzirii. Se dau: masa barei m = 0,5 kg şi cp = 
= 443 J kg K-t. 

29. i) Gazul ideal conținut într-un vas se destinde în 
altul vidat cu care este pus în legătură. Presupunind vasele 
izolate adiabatic să se demonstreze că procesul respectiv 
este ireversibil. 

ii) Să se calculeze variația entropiei în cursul procesului 
pentru 1 = 2 moli de gaz, dacă V; =1lşi V; =A41 

29. O piesă metalică avînd capacitatea calorică 0, = 
= 250,8 J K~ şi temperatura 0, = 500°C este scufundată 
într-o baie de ulei izolată adiabatic, avind capacitatea calo- 
ric Ca = 8360 J Ki şi temperatura 0, = 20*C. 

2) Să se arate că procesul de răcire a piesei este ire- 
versibil. 

b) Să se calculeze variația entropiei întregului sistem 
(baie + piesă). 

30. Un vas închis este împărțit în 3 compartimente 
egale, avînd fiecare volumul V şi temperatura T şi conți- 
nind cîte un mol din 3 gaze ideale diferite care nu reacțio- 
nează chimic. Să se calculeze variația entropiei unuia din 
gaze ca urmare a procesului de difuzie, ce are loc dacă înlă- 
turăm pereţii despărțitori. 

31. Două corpuri identice cu m = 10 kg şi cp = 
=400 J kg K1, au respectiv temperaturile 7, = 600 K şi 
T, = 300 K. Să se evalueze : 

a) cantitatea de energie maximă ce poate fi transferată 
de către sistem sub formă de lucru mecanic în absența 
altor rezervoare; 
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b) cantitatea de energie „netransferabilă” prin lucru 
mecanic. La 

32. Un corp avînd masa m, == 5 kg, căldură specifică, 
a, = 120 J kg K-1 cade de la înălțimea h= 80m într-o 
baie de ulei cu M = 25 kg, ca = 80 J kg K~, care este 
înconjurată de un rezervor mare de apă. Se presupune că 
inițial cele 3 corpuri au aceeași temperatură, că piatra cade 
fără frecări şi fără a vărsa uleiul din baie. Să se calculeze la 
ce înălțime s-ar putea ridica piatra din nou dacă pentru 
aceasta s-ar utiliza energia termică în care s-a transforma 
energia, cinetică avută în cădere. 

33. Care este energia necesară pentru a separa ùn mol 


A „4 
de aer (ormat din p O, şi i x.) aflat la temperatura de 
Ə 2 


300 K şi presiunea de o atmosferă, în oxigen şi azot, avînd 
fiecare T = 300 K şi P = 1 atm. Gazele se presupun ideale. 
34. Fie două vase A și B ce conţin fiecare cîte un mol 
din acelaşi gaz ideal. Iniţial, ele erau izolate termie unul de 
altul, ambele fiind la aceeași presiune P gi avînd respectiv 
temperaturile 7, şi Tp. Cînd cele două recipiente sint aduse 
în contact termic presiunea își păstrează valoarea. Să se 
caleuleze variaţia entropiei sistemului după stabilirea echi- 
librului termic şi să se arate că ea nu este negativă. 

35. a) Două vase de volum V, izolate adiabatic, conţin 
mase egale de gaz ideal la presiuni diferite P, şi Pa. Vasele 
sînt unite printr-un tub cu robinet. Să se determine variaţia 
entropiei sistemului după deschiderea robinetului şi stabi- 
lirea echilibrului termic în funcţie de presiunile inițiale 
P, şi Ps. 

b) Cele două vase conţin gaze ideale diferite, menținute 
în aceleaşi condiții de temperatură şi presiune. Să se arate 
că şi în acest caz, în urma procesului de difuzie ce are loc 
prin deschiderea robinetului, entropia sistemului creşte. 

36. Să se stabilească ireversibilitatea proceselor de 
mai jos : 

a) dilatarea adiabatică liberă a unui gaz de la volumul 
Vila V+aAV(dV >0); 

b). trecerea adiabatică lentă a gazului din starea cu pre- 
siunea P în cea cu presiunea P + dP (dP < 0), menţinind 
mereu P = const (procesul Joule-Thomson). 

37. Două, gaze cu volumele fixate şi capacităţile calo- 
rice constante, C, şi 02, sînt iniţial izolate adiabatic unul de 


55 


celălat gi au respectiv temperaturile T, şi T, (7, > Tae 
O mașină Carnot cvasistatică utilizează primul gaz drept 
sursă caldă și pe al doilea drept sursă rece. Ea funcţionează, 
pînă cind cele două gaze ating temperatura comună To. 
Să se determine: a) To şi b) lucrul mecanic efectuat de 
mașina Carnot. Vom presupune apoi că cele două gaze sînt 
aduse în contact termic direct. Să se găsească : c) tempera- 
tura finală To și d) variaţia entropiei AS în acest proces, 
arătind că e) AS > 0 dacă C, şi 0, > 0. 


38. a) Să se arate că: 


IP, Y) (Z (2 ôV) i 
san * (93), Be Ai ().= 


b) Să se demonstreze aceeași relație considerînd o 
maşină termică, care efectuează un ciclu ce se poate repre- 
zenta fie în planul PV, tie în planul 78. 


39. Să se demonstreze relaţia: Ea = 05: [P= 
aY ju 


7) 
— T (33) ). unde: T este temperatura, V — volumul, 
Y 


P — presiunea, U — energia internă, iar 0, — capacitatea 
calorică a sistemului la volum constant. 

49. Notind cu V — volumul, cu P — presiunea, cu T — 
temperatura, iar cu Cy — capacitatea calorică la volum con- 
stant a unui sistem oarecare, să se arate că are loc urmă- 


toarea formulă 
k p ( 92P 
OV ), 972 ), 


41. Să se stabilească relaţia lui Boltzmann : § = k In W, 
care leagă între ele entropia sistemului, 5, şi probabilita- 
tea lui termodinamică de realizare, W. 

42. Să se arate că în cazul unei radiaţii termice ce se 
dezvoltă într-o cavitate menţinută la temperatură con- 
stantă : a) izentropa poate fi pusă sub forma PV4 = const, 
unde P este presiunea radiației, iar V volumul cavității; 
b) capacitatea calorică la presiune constantă a radiației 
este infinità. 

43. a) Să se determine în ce măsură variază probabili- 
tatea termodinamică W a unui sistem format din două cor- 
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puri ce au temperaturile de 27°C şi, respectiv, 280 dacă 
ele sînt aduse în contact termice pentru intervalul în care 
de la corpul cu temperatura mai mare trece la cel cu tempe- 
ratura mai mică cantitatea de energie sub formă de căl- 
dură, Q = 1077. 

b) Să se stabilească cum se schimbă rezultatul punetului 
precedent dacă Q = 10-28 J și ce consecințe atrage după 
sine aceasta. 

44. Să se găsească expresia entropiei unui gaz care 
a( T — 7)], 


tisface următoarele relaţii: V = V, [1 - 
ë V 7 > 
iz) = 0, Cp = const, unde: V este volumul gazului, 
EP 
A > pei mart T — temperatura, Cp — capacitatea calo- 


că la presiune constantă, Vo ṣi 1 sînt, respectiv, volumul 
temperatura în starea inițială, iar a este o constantă. 
45. În cazul unei substanțe paramagnetice pentru care 
se neglijează lucrul mecanic de variație al volumului, ecuația 
fundamentală a termodinamicii se scrie sub forma 


Tds = du — H dM, 


unde s şi u sînt respectiv entropia şi energia internă a uni- 

tăţii de volum, H este intensitatea cîmpului magnetic, iar 
Ji — magnetizarea. Să se arate că dacă energia internă w 
nu depinde de cîmpul magnetic H, adică u = u( T), atunci 
magnetizarea M = M(H] T). 

46. Prin măsurători experimentale s-a stabilit că într-un 
domeniu de temperaturi dat magnetizarea M a unei substanțe 
paramagnetice depinde doar de raportul H/T, adică M = 
= M(H/T), unde H este intensitatea cîmpului magnetic. 
a) Să se demonstreze că în acest caz energia internă a uni- 
tății de volum, u, nu depinde de magnetizare. b) Să se gă- 
sească forma funcţională a entropiei substanței paramag- 
netice. 

47. Considerînd o substanță paramagnetică ce se supune 
legii lui Curie, M = 0H/T, (M — magnetizarea, H — in- 
tensitatea cîmpului magnetic, C — o constantă numită 
constanta lui Curie), să se stabilească că în condițiile 
modificării adiabatice a temperaturii, are loc relația 


aT = 0Hca! TAH, 


unde cy este capacitatea calorică a unității de volum la 
cîmp magnetic constant. 
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"48. a) Să se arate că pentru orice substanță paramag- 
netică are loc relația 


E “a a +E, 
ƏM jr F ja 


unde: 4 este energia internă a unității de volum, M — mag- 
netizarea, iar HM — intensitatea cîmpului magnetic. 

In condițiile în care substanța paramagnetică satis- 
face legea lui Curie, să se demonstreze că: b) energia ei 
internă depinde doar de temperatură şi că c€) Cy — căldura 
specitică la magnetizare constantă este şi ea funcţie doar 
de temperatură. 

49. a) Ţinînd seama de expresiile diferenţiale ale func- 
țiilor caracteristice U, H, F şi Œ (unde U este energia internă, 
H—entalpia, F — energia liberă și G — entalpia liberă), să 
se demonstreze relaţiile lui Maxwell 


(ar), (as): (ez), (a), 


(55 i [se pa =- (35 
F), Gk ôV jp 98 E 
b) Să se determine funcţia caracteristică în variabilele 


Taa, 
c) Să se arate că entropia este funcție caracteristică în 


variabilele P şi H. Să se determine apoi coeficientul A 3 


care intervine în efectul Joule-Thomson. 

50. Să se găsească funcţiile caracteristice U, H, F și G 
ale unui gaz ideal (U — energia internă; H — entalpia; 
F — energia liberă şi Œ — entalpia liberă). 

5Î. Să se demonstreze relaţiile 


57], av j; 


əy EA 

b) (gr), = 0ra 27-a; 
unde «7 (37) e = = (35) 3 
y oz), 7 (3P); 
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Aici: P este presiunea, T — temperatura, V — volumul 
iar S — entropia sistemului. 

52. Să se găsească Cp — 0, în variabilele: a) V, T; b) 
F, T. 

53. Să se demonstreze că Op şi Cp, capacităţile calorice 
ale unui gaz ideal, nu depind de P sau YV. 

54. Ecuația de stare, coeficientul de dilatare în volum a 
şi căldura specifică la P = const ale unei substanţe sînt date 


respectiv de relaţiile : P3⁄4 (v — a) = eT ; a = $ (Sr) = 
v 5 

= vi T71 (v — a) ; cp = bT, unde a, b şi e sînt nişte constante, 
Să se deducă pentru substanța considerată: a) entropia 
specifică şi b) entalpia specifică. 

55. Se dau pentru Ag : viteza sunetului, v, = (pk) Y2 = 
= 2480 ms71, Cp = 250 J kg 1K-1 și a = 6.1075 K1, unde p 
este densitatea, kg — coeficientul de compresibilitate adia- 
batică, a — coeficientul de dilatare în volum, iar cp căldura 
zpecifică la presiune constantă. Să se calculeze cy la T = 500K. 

56. Să se calculeze căldura de formare a unui mol de 
apă la presiunea P = atm şi temperatura T = 298 K 
dacă se dau entalpiile molare: ha = 8100 J molt, ho = 
= 17 200 J mol, ho = — 269300. J mol”i. Este reacţia 
respectivă exo- sau endotermă ? 

57. Un fir care are inițial lungimea l este supus acţiunii 
forței F. Căldura necesară pentru variația temperaturii 
firului cu dT şi a tensiunii cu dF este 


{1) (Ore, = OraT + bdF, 


unde 0, este capacitatea calorică la tracţiune constantă, 
iar b este energia transferată sub formă de căldură în condiţii 
izoterme pentru creşterea lui F cu o unitate. 

a) Să se găsească variația entropiei, S, şi a energiei 
interne, U, în variabilele T şi F. 

b) Să se arate că: b = T [23| i 

ôT jp 

c) Să se determine 0, — Op. 

58. Să se evalueze căldura care intervine în cazul alun- 
girii cvasistatice şi izoterme a unui fir de lungime Î supus la 
tensiunea F. 

59. Fie un fir de lungime l şi secţiune s, supus acţiu- 
nii forţei F. Definind coeficientul de dilatare liniară, 
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Pe ei ei ee o emo ia AR i a Rae e 


if d pa 
= £ P şi modulul lui Young izoterm Y = wf Ld ) F 
F Fid 


ĉi 
f 


y l al 9 id ; 
să se calculeze coeficientul l şi să se exprime ca funs- 
l 


ție de à, Y și s. 

60. Forţa F exercită asupra unui fir de lungime 7, gi 
sectiune sọ o tracţiune reversibilă izotermă. Să se determine : 
alungirea firului, Al, variația entropiei AS, variația energiei 
interne AU precum gi energia transferată sistemului sub 
formă de căldură. 

6i. a) Forța de tracțiune (întindere) a cauciucului 
poate fi determinată în mod aproximatiy din expresia: 
J= aT[l lgt — 102], unde a şi lo sînt nişte constante. Să 
se calculeze funcţiile : S, U, H, F, G, unde S este entropia, 
U — energia internă, H — entalpia, F — energia liberi și 
G — entalpia liberă. 


23 axul i -T 08 . 
b) Se arată că în cazul cauciucului, (Sr) < 0. Bazat 
P 


pe aceasta, să se stabilească că à, coeficientul de dilat 
liniară al cauciucului, este şi el mai mie decît 0. 

62. Peniru a creşte cu ds suprafaţa liberă a unui lichid 
în contat cu vaporii săi saturați, trebuie furnizat lucrul 
mecanice AL = Ads, (A — tensiunea superficială). Energia 
transferată prin contact termic cu mediul extern în decurs 
unei transformări în care temperatura variază cu dT şi 
suprafaţa liberă cu.ds, este: 4Q = 0,47 + hds, 0, fiind 
capacitatea calorică a lichidului de suprafaţă constantă; 
iar kh — cantitatea de căldură corespunzătoare unei variații 
izoterme a suprafeței. a) Aplicînd principiile termodinamicii 
să se exprime coeficientul h ca funcție de temperatură, și 


de mărimea, Fl . F) Ce concluzii decurg din faptul că 


h>0? 

63. Să se calculeze variaţia temperaturii AZ a unui 
gram de apă în decursul unei transformări izentrope, care 
duce la creşterea suprafeței de separare lichid-vapori cu 
As. Se va presupune AT < T. 

64. O bulă de săpun avînd tensiunea superficială, A 
şi suprafața s, se dilată evasistatie şi izoterm pe seama trar- 
sterului de lucru mecanic 4L = Ads. Ce căldură intervine 
în timpul procesului şi care este semnul ei? 
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65. Un mol de apă supraîncălzit la 1100 şi P =1 
atm, se evaporă la aceeaşi temperatură şi presiune. a) Să 
se calculeze variaţia entropiei ştiind. că : 1) entropia apei 
lichide la 110°C poate fi considerată constantă între presi- 
unile P, = 1 atm și P, = 1,4 atm; 2) la 110° © apa lichidă 
și vaporii ei sint în echilibru termic la presiunea P, = 1,4 
atm, căldura, latentă de evaporare fiind à = 4.10% J/mol; 
3) între P, şi P, vaporii de apă la 110°C se comportă ea un 
gaz ideal. b) Să se calculeze eroarea introdusă de ultima pre- 
supunere, dacă pentru un mol de apă în condiţiile de 


, i 3 2V 
presiune şi temperatură date, avem : ( ) = R/P 4 
P 


+ 0,46-1076 m? K-. 

66. Utilizînd relația lui Ştefan-Boltzmann, u = cT? 
(u — densitatea de energie, o = const), precum și expresia 
presiunii de radiație, P = u/3, să se găsească entropia şi 
celelalte funcții termodinamice ale radiației termice de 
echilibru. 

67. Să se determine: dependenţa de temperatură a den“ 
sității energiei electromagnetice, u, în interiorul unei cavități 
cu pereţii ideal reflectanți. 

68. Un satelit sferic de rază r, perfect absorbant, se 
roteşte în jurul soarelui pe o orbită circulară, la distanța D 
de centrul lui (r< D). Soarele, sferă de rază R, radiază ca un 
corp negru la temperatura 7, = 6000 K. El este văzut din 
satelit sub un unghi 2« = 32’. Care este temperatura de 
echilibru a satelitului ? 

69. a) Să se arate că ecuația de stare P = f(V, T) de- 
termină dependența de presiune a capacității calorice Op şi 
cea de volum a capacității calorice Op. Să se particularizeze 
pentru : PV = A(T) + B(T) + 0 (T) P4}... 

b) Să se arate că în cazul gazului ideal, avem 


(g) 
ôP 

70. Să se demonstreze că dacă se cunoaşte ecuaţia de 
stare P = P(V, T), dependenţa de temperatură a capaci- 
tății calorice Cp rezultă din cea a lui Cy şi invers. 

71. Să se găsească variaţia energiei libere F şi a ental- 
piei libere Œ a unui mol de gaz biatomie cînd acesta este 
încălzit de la 00 la 1000: a) la V = const = 11; b) ia 
P = const = 1 atm. 
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72. Să se calculeze variaţia entropiei, S, a energiei 
libere, F, și a entalpiei libere, G, în procesul comprimării 
unui mol de gaz ideal la temperatura de 20*C de la presiunea 
de 1 atm la 100 atm. 

73. Un mol de gaz ideal ocupă la temperatura Z un 
volum V, separat de un volum gol V, printr-un perete 
mobil. Sistemul se presupune izolat adiabatic. La înlăturarea 
peretelui despărțitor gazul va ocupa întregul volum V; + Va. 
Să se arate că : a) temperatura gazului rămîne aceeaşi ; b) 
entropia variază cu AS = Rin (1 + V/V) >0. 

74. La descompunerea unui mol de NO în O şi N(sistemul 
fiind la 25°0 şi presiunea de 1 atm atât în starea iniţială cît și în 
cea finală), entropia sistemului, 9, creşte cu 76 J K“, iar 
entalpia scade cu 8,2-104 J. Să se calculeze variația ental- 
piei libere în acest proces. 

75. Să se determine entalpia liberă, G, entropia, S, 
şi entalpia, H, în funcție de coeficienţii A(T), B(T), C(T) ete., 
ce intervin în ecuaţia de stare: PV = A(T) + B(T)P + 
+O0(7)P2+.... 

76. a) Să se arate că în cazul dilatării evasistatice a 
unui corp omogen la presiunea P = const, entropia lui 
crește sau se micşorează după cum coeficientul de dilatare 
termică Ja P = const este >0 sau <0. 

b) Să se demonstreze că în cazul unui gaz a cărui pre- 
siune la volum constant variază proporţional cu tempera- 
tura absolută, entropia crește odată cu creşterea volumului. 

77. Să se stabilească formula fundamentală a electro- 


stricțiunii 
AF sf (5 
y 2 aP jy 


care dă variația relativă a volumului dielectricului sub acţiu- 
nea cimpului electric (E — intensitatea cîmpului electric, e — 
permitivitatea). 

78. Să se calculeze Ox — Op diferența dintre capacită- 
pile calorice ale unui dielectric la cîmp electric E și inducția 
electrică D constante. 

79. Cunoscînd susceptibilitatea molară, x, şi căldura 
specifică la cîmp magnetic constant, ca = const 1-2, să se 
evalueze temperatura finală, 7”, pe care o atinge o substanță 
paramagnetică plasată într-un cîmp magnetic, H, care, 
fiind la temperatura T este demagnetizată adiabatic pînă 
la valoarea H = 0. 
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80. a) Utilizind proprietăţile iacobienilor să se deducă o 
ôT ) 


expresie pentru coeficientul Joule-Thomson : u = (53) š 
ÍH 


Aici: T este temperatura, P — presiunea şi H — entalpia 


sistemului. 

b) Să se calculeze u pentru un gaz ideal. 

c) Să se calculeze u pentru un gaz Van der Waals. 

81. a) Ce temperatură de inversie are un mol de gaz care 
satisface ecuația de stare Dietericci: P(V — b) = RI x 
xexp (—a/RTV). 

b) Să se găsească în planul PT ecuaţia curbei de inversie 
care uneşte toate punctele de inversie. 

82. Considerînd oxigenul un gaz Van der Waals pentru 
care se dă us — t, = cy (T; — T) + a (vort — or!) (vezi 
exercițiul 18, b, cap. II), să se calculeze cu cît variază tem- 
peratura lui într-un proces de destindere Joule-Thomson 
cînd densitatea variază de la 0,25 kemol m-3 la 0,083 kgmol x 
xm™?. Se mai dau : cp = 20,8.103 J (kgmol)-, 

83. a) Să se arate că: 1) într-un proces ireversibil izo- 
term Variația cu semn schimbat a energiei libere reprezintă 
lucrul mecanic maxim efectuat de sistem ; 2) dacă sistemul 
nu efectuează lucru mecanic și temperatura lui nu variază, 
energia sa liberă nu poate creşte (AF < 0). 

b) Care este lucrul mecanic util maxim care se poate 
obține prin răcirea unui mol de gaz ideal la V = const, de 
la temperatura 7 la temperatura mediului ambiant, i AM 

84. a) Să se arate că în condiţiile în care P şi T = const : 
1) entalpia liberă, G, nu poate creşte, iar în stările de echi- 
libru ia valoare minimă ; 2) variaţia entalpiei libere reprezintă 
lucrul mecanic minim furnizat sistemului de alte forţe decit 
cea de presiune. 

b) Care este lucrul mecanic util maxim obținut prin 
expansiunea unui mol de gaz ideal de la presiunea, Pila Py 
la temperatura constantă a mediului ambiant, 7, dacă pre- 
siunea mediului ambiant este P,. 


85. Să se demonstreze inegalitățile : (35) <0; 
ðP Ja 


98 

(r) > 0, unde 8 este entropia, P — presiunea, H — en- 
U 

talpia, V — volumul, iar U — energia internă a sistemului. 
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86. a) Să se arate că 


ty 90 faU y? seder] 
9V2 082 Ei 9V jr 


unde U este energia internă, V — volumul, S — entropia, 
T — temperatura, iar P — presiunea sistemului. 

b) Pe baza acestei relații să se demonstreze că coeficien- 
tul de-compresibilitate adiabatic este mai mare decît cel 
izoterm: 

87. Să se stabilească condițiile de echilibru ale unui 
sistem bifazice izolat (U = const, V = const, N = const, 
unde U este energia lui internă, V — volumul şi N— nu- 
mărul de particule). i 

88. Să se stabilească condițiile generale de echilibru 
pentru un sistem termodinamic în contact cu un termo- 
stat, dacă: a) P = const și T = const; b) V = const şi 
T = const. 

89. Să se calculeze raza minimă a picăturilor sferice 
care apar cînd vaporii de apă pură sînt suprarăciţi în condiţiile 
presiunii atmosferice pînă la 980. Se va considera că în 
intervalul de temperatură de la 90°C la 110*0 entalpia liberă 
a unităţii de masă depinde liniar de temperatură şi anume 
pentru faza lichidă: gr = (57,4 — 1,26 0)-103 J kg, iar 
pentru vapori: gy = (67,4—1,36 0).103 Jkg 1, unde 0 este 
temperatura în scara Celsius. Se dă coeficientul de ten- 
siune superficială al apei la 98°C: A = 59,3-1073 Nm 
şi densitatea pr = 960kg m”3. 

90. a) Presupunind că temperatura şi presiunea se 
menţin constante, să se deducă condiţiile de echilibru termic 
pentru un sistem format din N particule identice care este 
supus acţiunii unui cîmp extern. 

b) Se consideră un gaz ideal format din N particule iden- 
tice, plasat într-un cîmp gravitațional, în condiţii de presiune 
şi temperatură constante. Utilizînd: condiţiile de echilibru 
termie din a), să se deducă formula barometrică. 

91. Utilizînd condiţiile de stabilitate a echilibrului ter- 
mic, să se arate că orice proces spontan indus de o deviaţie 
a sistemului de la starea de echilibru termic şi mecanic are o 
astfel de direcție încît tinde să readucă sistemul în stare de 
echilibru (principiul lui Chatelier Braun). 

92. Să se găsească expresia potenţialului chimic al 
gazului. ideal. 
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33. Se cunoaşte capacitatea calorică, Cr = NAT) 
a unui gaz ideal format din N particule. Să se determine : 
entropia, Ñ, energia liberă, F, energia internă, U, şi poten- 
ţialul chimic, u, al sistemului., po 
A has Rayatna x ai 
94. Pe baza ecuației: D Vidu = VAaP—BA7, să 


t 

se arate că expresia Q = =T osto funcție caracteristică in 
variabilele naturale T, V- şi pp i 

95. Să se demonstreze că potentialele chimice u Sînt 
funcții omogene de grad nul în raport cu numărul de parti- 
cule, N,. 

36. a) în condiţiile unei transformări de fază de speța 
întii, să se deducă ecuatia diferenţială a curbei de echilibra 
dP: 


m. 


a celor două faze, dată de relaţia Imi Clapeyron : 

T(v— n) 
v — volumul molar, iar cu indicii 1 şi 2 am. notat cele două 
faze. l 

b) Utilizind relaţia lui Clapeyron să se comenteze cum 

reacţionează diferitele sisteme la creşterea presiunii. 
€), Se ştie coeficientul de variaţie al temperaturii de 
fierbere a apei cu presiunea (la T = 1900 şi P= 1 atm): 
dP 1 


d? 8607 
a vaporilor de apă la 1000. 

97. Să se explice de ce în apropierea punctului triplu 
curba de echilibru, în planul P7, între fazele solidă şi gazoasă, 
(3-g), are de obicei o înclinare mai mare către axa tempera- 
n na decît curba de echilibru dintre fazele lichidă şi gazoasă, 
(1—9). 

98. Presupunind că: a) temperatura sistemului nu 
este în apropierea celei critice, astfel încît presiunea vapo- 
rilor saturați este suficient de mică, iar b) căldura latentă de 
formare a vaporilor, à, este constantă în întregul domeniu, 
să se arate că, are loc următoarea formulă pentru presiunea, 
vaporilor saturați ai unui lichid: P = exp (—A(RT)). 

39. Temperatura de tranziție staniu cenușiu-staniu alb la 
presiunea, de 1 atm este de 291 K, staniul cenușiu fiind faza, 
stabili sub această temperatură. Se dau: densităţile sta- 
nialui cenușiu şi alb, respectiv de 5,75-10% şi 730-103 kg/m?; 
greutatea atomică a Sn — 118,7 şi căldura latentă a tran- 


„în care A este căldura latentă.: molară, 


Km? N-1. Să se calculeze căldura de formare 
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5—6.325 27 


ziţiei, à = 2236,3 -103 J kmol. Să se evalueze variația tem- 

peraturii de tranziție dacă sistemul este la presiunea de 

100 atm. n 
100. a) Să se determine temperatura punctului triplu 

al amoniacului dacă se știe că presiunea vaporilor lui este 

dată de relațiile 

oi ad __ 475342 N 


In P = 3064,32 Şi 
i T mê ’ 
noreg iip 
în d a IE A 
T m? 


prima, pentru echilibrul solid-vapori şi a doua pentru 
echilibrul lichid-vapori. 

b) Presupunind că vaporii de amoniac ge comportă ca 
un gaz ideal să se determine căldura latentă de sublimare, A,, 
şi cea de vaporizare, ^, 

c) Să se calculeze căldura latentă de topire a amonia- 
eului la punctul triplu. 

101. Notind cu ^, căldura latentă de vaporizare şi cu ep 
şi cp căldurile specifice respective ale lichidului saturat şi ale 
vaporilor saturați, să se demonstreze că într-o transformare 
i—o are loc relaţia 


d], i 
dT VÄ 


= Cy — CL 

102. Să se determine coordonatele punctului triplu al 
apei (P3, 73), ştiind că vaporii de apă se comportă ca un gaz 
ideal şi că la temperatura T = 273,15 K căldurile latente de 
topire și sublimare sînt respectiv à, = 3,33-10 Jk 
A, = 2,83:105 J kg™t, volumele specifice ale apei ṣi gheții 
sint Va = 1.107? m? kg™t şi v, = 1,09-107ë m? kg™t, iar pre- 
siunea vaporilor de apă în echilibru cu gheaţa este P = 
= 609-102 Nm. 

103. Să se deducă relaţiile lui Ehrenfest, care dau legă- 
tura dintre panta curbei de echilibru în planul PP şi măriziile 
care variază discontinuu într-o transformare de fază de 
-S 
speța a doua: cp, (3) x ba „Aici s-a notat cu: 

aT ]p RAP Ja 
cp — căldura specifică la presiune constantă, v — volumul 
specific, P — presiunea şi Z — temperatura. 
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104%. a) Să se explice de ce capacitatea calorică a vapo- 
rilor saturați poate fi mai mică decit 0? 

b) Să se stabilească relația care există la punctul triplu 
între căldura latentă de sublimare, à, cea de topire, A, şi 
cea de vaporizare, à,? A 

105. Într-un tub de sticlă este introdusă o cantitate mică 
de lichid. Din tub este scos apoi tot aerul şi tubul se sigilează. 
Să se stabilească cum se va comportă meniscul față de creg- 
terea temperaturii, dacă: a) volumul tubului, V, întrece 
cu mult volumul critic al lichidului, V, (V > V,); b) Ve; 
c) V = Ve 

106. Intr-un sistem în care energia internă, U, şi volumul 
V, sînt fixate, are loc reacţia chimică $] vA; = 0, unde A; 

4 


sint simbolurile substanţelor ce reacţionează, iar v; sînt coe- 
ficienții stoichiometrici ai reacției. Impunind condiţia de 
maxim a entropiei să se obţină ecuaţia, echilibrului chimie. 

107. a) Utilizind ecuaţia echilibrului chimic, dedusă în 
exerciţiul precedent să se demonstreze legea acţiunii maselor, 
conform căreia: echilibrul într-un sistem multicomponent 
se stabileşte pentru un raport determinat al concentraţiilor 
substanţelor ce alcătuiesc sistemul, caracterizat printr-o 
constantă de echilibru, X. 

b) Să se studieze dependenţa constantei de echilibru, K, 
de presiune. 

c) Să se stabilească dependenţa constantei K, de tem- 
peratură. 

108. Să se calculeze căldura unei reacții chimice ce are 
loe la P şi T = const, presupunind cunoscută constanta de 
echilibru chimic, K. 

109. În reacția H,O + CO = CO, + H, echilibrul se 
stabileşte pentru temperatura T, şi componența de echi- 
libru în moli: CO, — m; CO — n; H0O — ng; H, — ny 
Să se determine constanta de echilibru chimic, K. 

110. Să se calculeze cîte molecule gram de HI se for- 
mează în urma, reacției de echilibru ce are loc la T = const: 
H, + I, 2 2HI, dacă iniţial erau 2,94 molecule gram de I, 
şi 8,10 molecule gram de H,. Se dă constanta de echilibru 
chimic, K = 0,02. 

111. Să se demonstreze că la echilibru, în condiţii de 
temperatură şi presiune constante, într-un sistem multi- 
fazie, multicomponent, potenţialul chimie al unui compo- 
neni are aceeaşi valoare în toate fazele. . 
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112, a)'Să se arate că într-un sistem eterogen, format 
din p faze şi e componenți, numărul maxim de faze în echi- 
libru îl poate întrece pe cel al componenților cel muli cu doi 
(regula fazelor a lui Gibbs). ! | 

b) Să se calculeze numărul de grade de libertate al sis- 
temului în câzul în care între componenții sistemului există 
r reacţii chimice de echilibru. 

113. a) Presupunind, pe baza teoremei lui Nernst, ca 
entropia rămâne finită şi continuă cînd T —> 0, să se arate că 
fiecare dintre mărimile : Cp, Op, ly, lp; My, Mp ->09 cînd T —>0. 
Pentru notații vezi exerciţiul 24, cap. I. 


18N 
b) O consecinţă a teoremei lui Nernst spune că | —] 0 
02 Ji 


cînd 7 ->0, unde y şi y sînt 2 variabile independente 
(diferite de 8). Să se arate atunci că mărimile din punctul a 

tind la zero cînd T -> 0 mai repede decit liniar, adică raportul 
dintre mărimea respectivă şi T tinde şi el la zero cînd T — 0. 
414, Fazele solidă şi lichidă ale Het pot coexista în 
echilibru la 0 K, densitatea solidului fiind mai mare decit 


a curbei de echilibru 


: dP 
cea a lighidului. Care este panta —— 
s d7 


a celor două faze la 0K? E 
115. Să se demonstreze că suseeptibilitatea magnetică 


9% 0 cînd 7->0. 


satisface condiţia : lim 

116. a) Să se arate că pentru unitatea de volum de sub- 
; ôP s P : 

ă are loc relația: [—]| =|— , unde este 

stanţă are ț 57), 35 | 

polarizarea, s—entropia specifică, iar E intensitatea cîmpu- 

lui electric. SE 
b) Să se stabilească următoarea consecință a teoremei 


T” 5 
lui Nernst : lim, ( - ) = 0 cînd T — 0. 
i g E A 


117. Să se găsească modul cum se comportă funcţiile 
caracteristice cînd T ->0 K. E 
118. La temperatura de 0 K au loc relațiile : 


ier lim [E tim (57) 
z TN . mA fi = bismi 
lim P(T) = lia UÇ); i (37), im (EF) 
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unde F este energia liberă a sistemului, iar U =— energia lui 
internă. Să se calculeze pentru 7 = 0: entropia, 8, coefi- 
cientui de dilatare în; volum, g, coeficientul izocor al presi- 
unii, P, şi diferența capacităţilor calorice; Cp — 07. 

119. Să se arate că din inaccesibilitastea, temperaturii 
de 0 K rezultă imposibilitatea realizării unui ciclu Carnot 
în care sursa rece să aibă temperatura T, = 0, adică a unui 
motor. termic cu randamentul R = 1 — P/T, =1. 

120. F.e.m. a unui termocuplu de Cu-constantan este 

tă de relaţia :6 = 3,8 -1075 2, — 74) 4 4;1 -10784 T2 — T$). 

e.m. în volfi presupunînd că temperatura jonctiunii 
reci, T, = 273 K, iar cea a joncpiunii calde este mentinută 
sub 400 K. Să se evalueze ce cantitate de energie trebuie trans- 
ferată pe secundă sub formă de'căldură Peltier peniru a 
menţine joneţiunea, caldă la temperatura de 200 K, la tre- 
cerca unui curent, i = 10 mA. 

121. O reacție chimică ce produce căldură cu viteza 

= 20,91 Jsi are loc într-o cameră cilindrică cu raza 
Tı = 0,5 cm şi lungimea 1 = 20 cem. Ea este înconjurată, 
de un strat izolator avînd conductivitatea termică A = 
=0,012 J 31 em”1 "0-1, care la rindul său, este înconjurat 
de un cilindru de răcire cu raza internă ro = Sem, Negli- 
jind efectele marginale, să se calculeze temperatura 6, la 
care trebuie menținut cilindrul de răcire ca temperatura 
camerei de reacție să rămînă 0, = 800. 

122, O tijă cilindrică de alamă cu razar = 0,001 m este 
uşor încăiziţă la un capăt de către o sursă de căldură, Q = 2J 
sI. Tijase află în vid, astfel încîtnu există căldură, pierdutăprin 
convecţie, în schimb nu se pot neglija pierderile prin radi- 
ație. 'Tija are lungimea, de 1 m şi temperatura celuilalt capăt 
este menţinută la 0, = 250. Suprafaţa tijei este învegrită, 
şi are emisivitatea radiantă e = 0,8. Conductivitatea, termică 
a alamei este A = 10 JI, 1m-10-1. Să se calculeze şisă se dese- 
neze dependenţa temperaturii tijei, în stare staționară, de 
distanța ~ de la sursa de căldură. 

123. O tijă de Ag, lungă de 20 em și avind aria, secţiunii 
transversale s = 1,5 cm?, are un capăt încălzit la o sursă 
Q = 12,54 J s71, iar celălalt este pus în contact eu un ter- 
mostat. La mijlocul tijei sînt atașate două termocupluri (de 
probă) de capacitate. termică, neglijabilă, distamţate cu 
Ags = 0,5 em. Dacă prin tijă nu trece curent electric, termocu- 
plurile arată respectiv 7, = 320,5 K şi T, = 319,5 K, iar 
dacă în direcția v negativă, adică de la termostat către capă- 
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tul încălzit al tijei, trece un curent de 5,6 A, atunci citirile 
respective sînt: Ti = 345,1 K şi T} = 342,9 K. Se dă conduc- 
tivitatea electrică a Ag, y = 0,62-10° ohm”! em”! şi se presu- 
pune că nu sînt pierderi prin părțile laterale ale tijei. Să se 
calculeze : a) conductivitatea termică, à, și b) coeficientul 
Thomson, u, pentru Ag la temperatura dată. 


Cap. III. Statistica elasică a stărilor de echilibru 


1. Care este probabilitatea ca la o aruncare cu zarul: 
a) să cadă o faţă cu număr par; b) să cadă faţa 1 știind că a, 
căzut o faţă cu număr impar; c) care este numărul mediu 
de puncte care rezultă la o aruncare a zarului ? 

2. a) Presupunînd că se aruncă 5 zaruri deodată să se 
determine probabilitatea să cadă faţa 6: 1) doar pe unul 
dintre zaruri; 2) cel puţin pe unul din zaruri; 3) pe două, 
zaruri, 

b) Care este probabilitatea ca aruncind două zaruri 
să se obţină de trei ori la rînd o dublă? 

3.“Un trăgător nimereşte ţinta de 9 ori din 10 focuri, 
iar altul numai de 7 ori. Cei doi ţintaşi trag cîte un foc. a) 
Care este probabilitatea ca ambii să nimerească ţinta? b) 
Care este probabilitatea ca cel puţin unul din ei să o atingă? 

4. Se formează cuvintul MAMATA din litere decupate. 
Apoi literele se amestecă şi se extrag la întîmplare 4 din ele 
aşezindu-le în ordinea extragerii. Cu ce probabilitate se 
obţine cuvîntul MAMA? 

5. Într-o urnă sînt 10 000 de bile identice, numerotate 
de la L'la 10 000. Care este probabilitatea ca numărul primei 
bile extrase să nu conţină cifra 8? 

6. Într-o urnă se găsesc 36 bile albe şi 64 negre. Se fac 
două extrageri consecutive, fără a pune bila extrasă înapoi. 
Să se determine probabilitatea ca ambele bile să fie negre. 

7. Într-o fabrică de becuri detectele de fabricație sînt 
în proporţie de 2% iar cele de montaj de 5%. Care este pro- 
babilitatea eliminării din comerţ a unui bec? 

9. Dintr-un număr n = 30 de tranzistoare, i = 20 sint 
bune, iar j = 10 sînt defecte. a) Care este probabilitatea ex- 
tragerii succesive a unui tranzistor bun și unul defect dacă 
după control ele nu mai sînt puse la loc? b) Care este proba 
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bilitatea ca în urma unei extrageri duble să obţinem un 
tranzistor bun și unul defect? 

9. Efectuarea unei serii de verificări arată că 30%, din 
probe sînt pure iar 70% prezintă impurități. Să se evalueze 
probabilitatea ca luînd n = 8 probe, k = 5 să fie impure şi. 
n — k = 3, pure. 

10. Un tinăr care locuiește la blocul din punetul D al pla- 
nului străzilor oraşului din figura de mai jos, se plimbă zilnic 


M 


D 


m=3 


pină la casă logodnicii lui care stă în blocul M, situat cu m 
blocuri mai la est şi n blocuri mai la nord de D. În cîte moduri 
diferite poate el ajunge dela D la M? 

11. a) Să se arate că legea lui Poisson, a” e 4/n !, satisface 
condiţia de normare. 

b) Să se găsească valoarea mediea unei mărimi aleatorii 
care se supune distribuţiei Poisson. 

12. a) Să se determine & şi a? pentru distribuţia expo- 
nenţială normată : f(e) = ae”, (0 <a < o). 

b) Să se evalueze &, æ? şi (Ag) pentru distribuţia gaus- 
siană normată : f(a) = (ajr)? eat (— oo & æ < + o). 

13. Se consideră mărimea aleatorie æ care ia valorile 
12,3, ... n... cu probabilitățile 1/2, 1/4, 1/8, ...1/2%... 
Să se calculeze valoarea medie &. 

14. Momentul magnetic pal unei particule cu spinul 1/2 
este astiel încît componenta sa îndreptată „în sus”, avînd 
valoarea uo, se realizează cu probabilitatea p, în vreme ce 
componenta — yo, îndreptată „în jos”, are probabilitatea, 
q = 1 — p. Să se calculeze : a) pi; b) u2; c) (Ap). 
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15. Pornind dintr-un punet oarecare, un copil păşeşte 
înainte sau înapoi cu paşi de lungime L. Fie p probabilitatea; 
de a păşi înainte şi q = 1.— p — probabilitatea de a păşi 


înapoi. Copilul fiind mic, nu ţine minte cum a făcut paşii - 


precedenţi, deci paşii lui vor fi statistic independenţi. Pre- 
supunind că ei a fácut N paşi, să se determine : a) cu ce pro- 
babilitate, P(n), n dintre paşi sînt făcuţi înainte, iar restul, 
N—n, înapoi? b) Care este probabilitatea P'(7n) ca depla- 
sarea copilului din punctul iniţial să fie = ml, unde m = 
= n — n’ este un număr intreg? e) Fie p = q, fiecare pas 
tăcîndu-se cu egală probabilitate înainte sau înapoi. Cu ce 
probabilitate copilul revine de unde a plecat după ce a făcut 
N paşi? Să se discute cazurile N-par şi N-impar. 

18. Fie N electroni independenţi într-un cristal, adică 
un sistem de N spini ideali, fiecare avînd momentul mag- 
netice p. Spinul electronului poate fi îndreptat în sus sau în 
jos cu probabilitățile p, respectiv q. Dacă nu există cîmp 
extern, (B = 0), p =q = 1/2. În cîmp, p >q. Să se deter- 
mine: a) probabilitatea ca spinul să fie îndreptat în jos; 
b) probabilitatea ca n spini să fie îndreptați în sus ; c) mo- 
nentul magnetic al sistemului şi probabilitatea unei valori 
date a luj. 

17. “Într-un vas de volum V sînt N molecule de gaz. 
Considerind că în stare de echilibru probabilitatea găsirii 
unei molecule într-un volum v este p = t/V, să se evalueze 
a) probabilitatea f(n) ca n din moleculele gazului să se afle 
în volumul v; b) să se calculeze n şi (n —n)2. 

18. Să se stabilească cu ce probabilitate un punct care 
vibrează armonic de-a lungul axei œ între limitele —A şi 
+A se găseşte în intervalul da? 

19. Un pendul matematic efectuează vibraţiile armonice 1 

£ 


re 
0 =.0, cos i i, unde T = 2m (ljg). Să se găsească 


probabilitatea ca la o măsurare întimplătoare a elongaţiei 
pendulului, 0, valoarea sa să fie în intervalul 9, 0 + d9. 

20. În emisia termoelectronică, electronii sînt emiși 
de pe suprafața metalului sau semicondustorului. În ipo- 
teza că: 1) emisia diverşilor electroni constitue evenimente 
statistie independente şi că 2) probabilitatea emisiei unui 
electron în intervalul di este A di unde- A = const, a) să 
se evalueze probabilitatea ca în intervalul de timp t să fie 
emişi n electroni, b) de asemenea, să se determine (An), 
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presupunind că în unitatea de timp sînt emiși în medie n 
electroni. ° 

21. a) Probabilitatea ca pentru un sistem oarecare valo- 
rile variabilelor œ şi y să fie plasate în intervalele (a, æ + 
+ dæ), (7, y + dy) este dată de expresia : W(z, y) da dy = 
= 0 exp [—a(a? + %)ldz dy. Să se determine constanta de 
normare re i se ştie că variabilele œ și y au valori între 
— 00 ȘI co. 


b) Să se evalueze probabilitatea ca mărimea œ să fie 
plasată în intervalul (æ, œ + da). 

22. O particulă ce se găsea iniţial în origine, face în 
momentul următor saltul cu o unitate la dreapta, sau la 
stinga cu probabilitatea 1/2. Să se determine probabilitatea 
P(n) ea după t astfel de salturi particula să ajungă în punctul 
n al reţelei unidimensionale din figură. i 


E > 
=3 72 4 o 1 2 3 


23. Fie p = ah probabilitatea ca un eveniment să se 

producă în intervalul (£, t + h). Presupunînd probabilitatea 
apariţiei simultane a două sau mai multe evenimente în 
acest interval neglijabilă, să se calculeze pentru cazul cînd 
h —> 0: a) probabilitatea ca în timpul t evenimentul să aibă 
Joc de n ori şi, de asemenea, b) valorile medii 7 şi nê. 
i 24. N molecule de gaz ideal sînt distribuite uniform 
într-un vas izolat avînd volumul V. Care este probabilitatea 
relativă ca ele să se restrîngă de la sine într-o treime din 
volumul inițial? 

25. Să se calculeze iacobianul transformării de la coor- 
donatele carteziene la cele sferice și să se verifice invarianta 


F 


volumului din spaţiul fazelor în acest caz. 

26. Să se calculeze volumul în spaţiul fazelor : a) al 
unui oscilator armonic liniar unidimensional ; b) pentru o 
particulă relativistă ce se mișcă în volumul V şi are energia H 

27. Să se determine şi să se deseneze traiectoria din 
spațiul fazelor a unui corp de masă m, care se miscă într-un 
cimp gravific constant plecînd din punctul 2, cu viteza ini- 
țială v, îndreptată în sus. 
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28. Să se determine şi să se deseneze traiectoria în spa- 
piul fazelor a unui oscilator armonie liniar deseris de ecuaţia 


ÎTI + ogs =0, o = (b/m)! 


cu conditia ca y < og. Să se evalueze cum variază volumul 
din spaţiul fazelor cu timpul. 
29. Să se arate că pentru o densitate arbitrară de proba- 


zii E y A i 0 
bilitate în spaţiul fazelor, p(w, t) care satisface ecuaţia E, = 
üt 
=[H, 9], (în care H este hamiltonianul sistemului), condiția de 
normare şi care se anulează la co, integrala f F[e(z, t)] dæ nu 


variază cu timpul, dacă F (p) este o funcție arbitrară care se 
anulează cînd e = 0. Se:va considera că energia cinetică, 
depinde doar de impulsuri, iar cea potențială doar de coor- 
donate. 

30. Fie planul coordonatelor şi vitezelor (q, v) unde 
v =: Să se determine traiectoria într-un astfel de spaţiu al 
fazelor şi să se calculeze variaţia în timp a volumului elemen- 
tar dgd» al unei particule, a cărei forță de frecare cu mediul 
este prgporţională cu viteză. 

31. Să se arate că în cazul unui oscilator clasic cu energia 
totală constantă, valoarea medie a unei mărimi evaluată în 
raport cu ansamblul coincide cu valoarea medie evaluată în 
raport; cu perioada de timp. 

32. Să se verifice teorema lui Liouville în cazul civenirii 
elastice a două particule ce se mișcă pe aceeaşi dreaptă. 

33. Stările iniţiale a 3 particule se găsese plasate în 
punctele As(po 20); Bo(Po Zo t €) Co(Po + b, 20) ale planului 
fazelor (p, z). Presupunind că cele 3 particule se mişcă într-un 
cîmp gravifie constant, a) să se determine volumul din spa- 
piul fazelor al sistemului şi b) să se verifice teorema lui 
Liouville. 

34. Să se calculeze volumul unei sfere de rază R într-un 
spaţiu n dimensional. 

35. a) Fie P, probabilitatea ca sistemul să se găsească, 


n 
în una din stările i (i = 1,2, . . ., n), unde ŞI P; = 1. Impunind 


i=1 
condiția de maximum a entropici, dată de expresia: 
8 == k} Pln P; şi utilizind metoda multiplicatorilor hui 


t 
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Lagrange, (vezi anexa IX), să se arate că : P= Po, 
= P, = 1n și Că Sm = D, = k lnn. : 

b) Să se reconsidere găsirea maximului entropiei, dacă 
se știe că atunci cînd sistemul se află în starea, i, mărimea ex- 


. v . . w d 
tensivă, v, ia valoarea æ; şi că valoarea ei medie, 4 = $ ab, 
Pie 


Să se arate că în acest caz: 1) P, = Z7¥(æ) ex m 
n : ea xp (— Ba, 
Za) = > exp (— Ba), unde $ este un factor A aria 


"E P ô In Z, = 
2 = FTI 3 max = S2 = kBë + kln Z, şi 3) să 
A Lt 270 
se dea interpretarea termodinamică a parametrilor statis- 
tici 8, Ze | 
l 36. Forma „precedentă se extinde la cazul cînd se 
consideră 2 variabile œ şi y, ce iau respectiv valorile a, y 
atunci cînd sistemul se află în starea i si care au valori međi 
date z şi y. Să se demonstreze că din condiţia de maxim 
a entropiei, rezultă: a) P, = Z1 exp (— Ba, — Yj, te 
y e o Z = AX i j rin 
1,2, ... N,unde Z =% exp (—Bai— Y), cu B gi y nişte 


A n : T tat J 
factori nedeterminați; b) # = — ( E a] 
z ? 
dn z i "E uta 
— E e ; © = = kh -lyy Z: ă 
dp Pee iei Sina td a 
se determine corespondentul termodinamic al mărimilor sta- 
tistice care intervin în problemă, | 
€ qe . Iande Y 
37. Fie distribuția Gauss normată la unitate 


(1) P(e) = (273?) exp (— 22/2472) (— oos<z so), 


să mata ai a ad pee 
unde î* coincide cu fluctuaţia, pătratică medie. 


a) Să se calculez opi i 

a) Să se calculeze entropia, s=—r] P(a)In Ple) da 
Di e auaditiil a în cab na E E aaa : 

_ ) 1 ondițiile în care se dă fluctuația pătratică medie, 

AZ oai 2 i iti 

a =| æ’ P(x) da şi condiţia de normare, să se arate că 

co 
distribuţia de probabilitate care realizează maximul entro- 
piei este chiar distribuţia lui Gauss (1). 


38. Scriind distribuţia microcanonică i și 
ue l „distribuţia microc să a unui sistem al 
cărui hamiltonian, H, variază în intervalul E, E + dB 
sub forma: ç(H) = (H — E)/O(E), unde SUF — E) este 
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funcția lui Dirac- şi O(E) — factorul de normare, să se deter- 
mine O(£) în cazul : a) unui gaz ideal monoatomie format din 
N particule; b) a A oscilatori liniar independenţi. 

39. Un sistem format dintr-un număr mare de particule 
are capacitatea calorică : Op = aT°, (a > 0, s> 1). Să se 
determine factorul de normare al distribuţiei microcanonice 
Q(E). 

49, Un gaz ideal format din N particule şi avînd energia 
E este închis în volumul V. Să se calculeze cu ajutorul dis- 
tribuţiei microcanonice : a) volumul corespunzător din spa- 
tiul fazelor T; b) entropia S ; c) bemperatura T a sistemului 
precum şi d) ecuaţia de stare a gazului. 

41. Să se rezolve exercițiul precedent pentru un sistem 
ce constă din V oscilatori armonici independenţi. 

42, 3) Fie un mol dintr-o substanţă cristalină format 
din N atomi identici care alcătuiesc o reţea tridimensională. 
Atomii substanţei efectuează oscilaţii sinusoidale în jurul 
poziţiilor de echilibru avind pentru energie şirul de valori : 
E, = E, Ep = 2E.. Ep = NE ..;3, Ep = 0 fiind energia stării 
fundamentale. 1) Care este probabilitatea P(e,) de a găsi 
unul din atomi pe nivelul e;? 2) Să se calculeze suma de 
stare Ze. 

b) Să se determine energia medie € a mişcării de vibraţie 
în direcţia g a unui atom din cristal. Se va exprimă € ca 
funcție de Z, şi T şi apoi ca funcție de e şi œ = efkT. 

43, Fie un mol de metal a unei substanţe aflată în stare 
cristalină. a) Să se calculeze energia lui internă, U. b) Să 
se deducă dependenţa capacităţii calorice, Cp, de parametrul 
a = jkT şi valorile limiţă ale acesteia pentru temperaturi 
joase şi înalte. ©) Să se determine expresia entropiei cris- 
talului. | 

44. Prin definiţie, integrala de stare în statistica clasică 
este dată de expresia Z, = exp (— E/kT) ap dg. Energia 
0 în Ze 
Să se exprime cu ajutorul lui Z,: capacitatea calorică, Cy, 
entropia, S, energia liberă, 7, a sistemului şi să se stabilească 
formula : S = UT — kN ln Ze. ; 

45. În volumul V se găseşte un gaz ideal monoatomic la 


temperatura T, moleculele căruia au energia e= mv?/2. 
Presupunind spaţiul fazelor u al unei particule divizat în 


internă U rezultă atunci din formula U = NT: 


. 
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celule de volum a, integrala de stare a unei particule va 
fi dată de expresia: Z, =al ( exp (— e RT) aT, (AT = 


= dædydzdp,dp,dp:). a) Să se demonstreze că Z, = Var 
(27 mk T)?! b) Să se deducă expresia energiei interne U şi a 
capacităţii calorice a unui mol de gaz. F 

46. Valorile proprii permise ale energiei mișcării de tran- 
slaţie ale moleculelor unui mol de gaz ideal dintr-o incintă 
paralelipipedică de dimensiuni a,b, c, sînt; date de formula : 
e = n2h* (2m)1 (na a`? -+ nb 2 + nzc ?), unde h = har, 
Nar Ny, Ng = 1,2, ... 8) Să se evalueze suma de stare din dis- 
tribuţia canonică Z.. b) Să se deducă expresia energiei interne 
şi a entropiei în condiţiile în care temperatura gazului este 
T, iar presiunea P. 


47. Să se găsească expresiile: entropiei, &, energiei 


interne, U, entalpiei libere, G, şi a entalpiei, H, în funcţie de 
integrala de stare Z,, în distribuţia canonică. 
48. Hamiltonianul unui gaz ideal poate fi scris sub forma 
H = }, H, unde H, este hamiltonianul particulei i. a) Să 
(i) 


se exprime integrala de stare a întregului gaz prin integrala 
de stare a unei particule. b) Să se determine entropia, 8, 
energia medie, E, şi presiunea gazului, P. 

49. Să se determine expresia energiei interne & unui corp 
solid utilizînd distribuţia canonică. Să se particularizeze 
apoi pentru 1 kg de carbon la 1200 K ştiind că masa atomică, 
relativă, Ac = 12,01 şi să se compare rezultatul obținut cu 
energia de ardere (33,88-10% J /kg). 

50. a) Utilizînd legea de distribuţie canonică să se de- 


dA MOEN ô. 
monstreze teorema de virial conform căreia: g, ` zi = 
ERRIA dq, 

6H PE ? 
=p;—— = kT, cu condiţia ca pentru qy = d co hamil- 
cp 


tonianul H -> 00. Aici, gẹ sînt coordonatele generalizate ale 
particulelor sistemului, iar p; — impulsurile generalizate co- 
vespunzătoare, (k, j = 1,2,3, ...,3N). 

Plecind de la teorema de virial stabilită în a): b) să se 
calculeze energia medie a unui oscilator ce posedă energia 
potențială Eno = agt; €) să se găsească energia medie a unei 
particule ce se află într-un cîmp extern de potenţial, U(g9) = 
= aq” (n — un număr natural). 
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51. Să se calculeze energia medie a unui oscilator ar 
monic- a cărui hamiltonian este dat de formula: H(p, 9) = 
= pil2m + aq']2 — Bf. 

52. O oglindă suspendată de un fir de cuarţ suferă osci- 
laţii aleatorii avind e? = 4,18-10”€ pentru un modul de 
torsiune D = 9,43.10715 Nm. Să se determine pe baza acestor 
date constanta lui Boltzmann, k. 

53. Utilizind principiul echipartiţiei energiei pe grade de 
libertate să se calculeze capacitatea calorică molară la volum 
constant a unui gaz ideal: a) monoatonie; b) biatomic; 
c) pluriatomie. 

54. Plecînd de la principiul echipartiţiei energiei pe 
grade de libertate : a) să se determine capacitatea calorică 
la presiune constantă a unui gaz ideal mono- și biatormie ; 
b) să se calculeze exponentul adiabatic y = 0/0, utilizind 
pentru 0, datele din exercițiul precedent. 

55. Într-un cilindru de volum V =5 1 se introduce o masă 
m, =1 g de He, aducind temperatura sistemului la 400 K. a) 
Să se calculeze întîi integrala pe stare Z, şi apoi : energia liberă, 
F, energia internă, U, entropia, S, entalpia, H, şi entalpia, 
liberă, G. b) Ce energie este transferată de către sistem într-un 
proces reyersibil izoterm prin care volumul se dublează? 
c) Ce enefigic va primi gazul prin transfer dacă el trece, men- 
ținindu-și presiunea constantă, printr-un sistem de tuburi 
astfel încît temperatura lui creşte de la T = 400 Kla 7, = 
= 500 K? d) Ce energie e necesar să fie transferată gazului 
în condiţii îzocore pentru a-i creşte temperatura dela 7 =—400K 
la 7, = 500 K? Pentru toate cazurile indicăte să se cal- 
culeze variaţia entropiei și a energiei interne. 

56. Un jet; de vapori de Ag cu temperatura T = 1100 K 
şi momentul magnetic al atomilor u = 0,927-10-2 Am?, 
este trecut printr-un cîmp magnetic B = 0,15 Wb m~? 
Presupunind valabilă distribuţia lui Boltzmann, să se deter- 
mine raportul dintre npp — numărul atomilor cu momentul 
magnetic orientat paralel cimpului şi n, — numărul ato- 
milor cu momentul magnetic orientat antiparalel cu cimpul. 

57. Utilizind distribuţia canonică a lui Gibbs să se ob- 
țină diversele forme ale distribuţiei lui Maxwell care dau : 
a) probabilitatea ca viteza unei particule a gazului ideal să 


fie în intervalul (v, v + do); b) probabilitatea ca modulul 
vitezei particulei să fie în intervalul (v, v + dv); e) proba- 
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bilitatea ca energia cinetică a particulei să aibă valoarea cu- 
prinsă între e şi e + de. 

58. Un gaz ideal, ce are n molecule în unitatea de volum, 
fiecare avind. masa m, este închis într-o incintă la tempera- 
tură T. Vitezele moleculelor lui sînt distribuite conform 
legii: da = nf(oz) f(ty) fie.) dodo, dv, unde dn este numărul 
de molecule din unitatea de volum cu viteza cuprinsă între 
e — < 
v şi o + do, iar f(v) dv, = (m/2r k T) exp (~m? 2k T) dvg, 
este probabilitatea ca viteza să aibă componenta œ cu- 
prinsă între v, şi 2 + do. a) Să se găsească probabilitatea 
P(o) dv că o moleculă să aibă mărimea vitezei cuprinsă între 
v şi v + dv. b) Să se calculeze viteza medie, v,a unei mole- 
cule. c) Să se calculeze viteza pătratică medie, v?. 

39. Utilizind rezultatele stabilite în exerciţiul 57 să se 
determine : a) v” pentru n > —2; b)o şi 92; e) vy — viteza 
cea mai probabilă a particulei; d) eg — energia cea mai pro- 
babilă a particulei. Coincide ea cu mog/2? 

60. Să se găsească, pe baza distribuţiei canonice, pro- 
babilitatea ca o particulă 2 unui gaz ideal plasat într-un cîmp 


extern, U(r), să aibă coordonata cuprinsă în intervalul 
(7, r -p dr). 

61. Un gaz ideal ce conţine n molecule de masă m în 
unitatea de volum, este închis la temperatura 7 într-un 
vas care are pe unul din pereți un mic orificiu. Care este 
viteza medie cu care ies moleculele în direcţia axei œ prin 
orificiu ? fk 

62. Să se determine v} pe baza distribuţiei maxwelliene 
a vitezelor moleculelor unui gaz. Să se deducă apoi energia 
cinetică medie care revine unui grad de libertate în mişcarea 
de translație. 

63. Să se determine : a) ce număr din moleculele unui 
gaz au modulul vitezei mai mic decit viteza medie î; b) ce 
număr de molecule au viteza mai mare decit viteza cea mai 
probabilă vo; e) ce număr din moleculele gazului au energia 
cinetică, a mişcării de translație superioară energiei cinetice 
medii 3k 7/2. 

64. Să se găsească centrul de greutate al unei coloane de 
gaz ideal ce se află într-un cîmp gravitie omogen. Se dau : ac- 
celeraţia gravitaţiei g, masa moleculei m şi temperatura T. 

65. Fie un volum de 1 mm? de oxigen pur la temperatura 
de 300 K şi presiunea de 2 at. Să se determine ce număr de 
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molecule au componentele vitezei în intervalele: v, — de la 
200 la 202 m/s; v, — de la 450 la 455 m/s; v, — de la — 300 
la —299 m/s. 

"66. Pie 1 em: de H, la temperâtură de 1000 K şi avînd 
presiunea de 0,1 mbar. a) Să se determine numărul de mole- 
cule de gaz al căror vector al vitezei face cu axa z un unghi 
nu mai mare de 1°, iar mărimea absolută a vitezei este pla- 
sată în intervalul 5000—5010 m/s. 

b) Cib. este masa acestor molecule dacă se dă masa, 
molară relativă a- H; M, = 2,016. 

67. Să se determine numărul relativ de molecule de azot 
a căror viteză este cuprinsă la 0° © în intervalul 250—260 m /s. 
Se dă masa molară relativă a azotului M, = 28,013. 

68. Să se evalueze cu ajutorul funcției erorilor din anexa 
VIII, numărul de molecule dintr-un kgmol de H, cu T = 
= 500 K, a) care au proiecția œ a vitezei, v; < 500 m/s; 


sia A > ar BE 
b) care au mărimea vitezei v< v = 10? —; c) care au 
; F A 


> 0 = 21021, 
8 

69. Utilizînd distribuția lui Maxwell să se determine 
raportul intre numărul de particule care au energia mai 
mică, respectiv mai mare decit kT. ] 

70. Pentru măsurarea numărului lui Avogadro, Perrin 
a studiat distribuția unor particule în apă la temperatura de 
40. Masa unei particule m = 1,25.10-16 kg, iar volumul 
unei particule, V = 1,03 -10719 m3, a) Să se determine înăl- 
timea h la care densitatea se mieşorează de două ori. b) Să 
se indice o modalitate de calcul a numărului lui Avogadro. 
c) Care trebuie să fie exactitatea măsurătorilor, dacă eroarea 
determinării numărului lui Avogadro trebuie să fie mai 
mică decît 5%. 

71. Să se arate că pentru orice mărime fizică M (Quy <a» 
eses Oys Pi ++: Pyh există relațiile 


oH oM 0H oM ; R 
7 i = , (6 = 1.) 


unde H este hamiltonianul sistemului, 0 = k7, iar p; şi 
qi sînt impulsurile şi coordonatele generalizate ale particu- 
lelor sistemului. 
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7a. Fie două eşantioane din acelaşi gaz la aceeaşi tem- 
peratură T, compuse din N, şi, respectiv, N, molecule gi 
ocupind volumele V,, V, — separate unul de altul printr-un 
perete mobil. După înlăturarea peretelui cele N, + Na 


molecule vor ocupa volumul V, + V,. Să se arate că în urma, 


procesului de difuzie temperatura gazului rămîne neschim- 


bată, în vreme ce entropia variază cu 


(Va + Va) N, 
AS = kN, ln i 1 BN, In 
+ NY, i 


VELOEN 
(N, F Na) V, 


73. Într-un sistemi format din N particule indepen- 
qente, fiecare particulă se poate plasa pe unul din nivelele : 
0 sau s. Să se determine : a) energia şi capacitatea calorică a 
sistemului ca funcţii de temperatură şi de asemenea b) en- 
tropia. 

74. Să se determine energia şi presiunea unui gaz format 
din N particule ce se găsesc într-un vas de volum V, dacă 
hamiltonianul unei particule este de forma: H = ap”, 
(a > 0, s — număr pozitiv). 

75. Utilizînd distribuţia canonică a lui Gibbs să se 
determine energia, E, entropia, S, presiunea, P, şi capaci- 
tatea calorică, Cy, pentru următoarele sisteme formate din N 
particule independente ce se găsesc într-un volum V: a) 
gaz monoatomic ; b) gaz biatomic (rotator rigid cu vibra- 
tiile îngheţate). 

76. Un gaz ideal se găseşte într-un cilindru care este 
închis printr-un piston mobil peste care este pusă masa M. 
Să se determine ecuaţia, de stare a gazului. 

77. Să se demonstreze că pentru orice sistem avind hamil- 
tonianul H, are loc relaţia : Op = 1 7-2 (H — HE), 

78. Să se găsească ecuaţia de stare, energia internă, şi 
capacitatea calorică a unui mol de gaz de particule libere, a 
căror energie este proporţională cu impulsul (E = pe — 
— cazul ultrarelativist) şi să se compare cu expresiile cores- 
punzătoare pentru gazul ideal. f 

79. Un gaz ideal format din NM molecule dipolare de 
moment electric p, este plasat într-un cîmp electric extern 
omogen F. Să se calculeze: a) polarizarea electrică, P, şi 
b) permitivitatea gazului. 

80. a) În condiţiile unui sistem izolat (N, V, E = const), 
descris de ansamblul mierocanonie, entropia joacă rol de 
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6—e.325 


funcţie caracteristică, ea fiind dată de formula : S =k ln n 
(vezi exercițiul 35 punetul a). Să se arate atunci că 


(S EE (2an TR 
oy ij kT’ ON e ET? 


ki ee. 


b) Dacă sistemul este în contact termic cu un rezervor 
avind temperatura T, el este descris de ansamblul canonice 
(variabile independente V, N, T), pentru care trebuie arătat 
că suma statistică Z, satisface relațiile 


O In Ze A ul (ra) Px 
( öy RE LT’? | 0N Joe TI! 


(at si ab 
ôT ka kT? 


c) Sistemele în echilibru cu un termostat avind tempe- 
ratura T şi un rezervor de particule cu potenţialul chimic u 
sînt desgrise de ansamblul macrocanonic (variabile T, V, u). 
Să se arate că suma de stare Z satisface în acest caz relațiile 


(p2 -Za (222) ON, 
AV jiu: EE Nebe Jer BT’ 
bS E—yuN 

oT N LT? 


91. Să se demonstreze cu ajutorul distribuției macro- 
canonice & lui Gibbs că probabilitatea ca sistemul să posede 
N particule care nu interacționează între ele este dată de o 
distribuţie de tip Poisson. 

82. Tinînd seama de proprietăţile generale ale distri- 
buţiei racrocanonice să se demonstreze că: a) PV = 


=9ln Z, unde z= J ep (E) fop ~r] aF; 
N 


b) = (35) E e= (377) = (337) , unde 
E AR ôN sp NON Js 


H = U+ PV este entalpia. Aici: P este presiunea, 
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V — volumul, 0 = kT, N — numărul de particule, 8 — 
— entropia, u — potențialul chimic, AT = dpdg, elementul 
de volum în spațiul fazelor, lar q, p — coordonatele şi im- 
pulsurile generalizate ale particulelor sistemului. 

83. Să se calculeze, pe baza distribuției macrocanonice : 
presiunea, P; potențialul chimic, u, și entropia, 9, ale unui: 
gaz ideal monoatomic. 

| 84. Să se găsească energia, liberă, F, şi entropia, S, a n 
kilomoli de gaz ţinind seama, de primii doi coeficienți de virial. 
85. Particulele unui gaz real interacționează conform 
egii 


[> rsd, 
Win = 
—u (drr > d. 


Să se determine : a) integrala de stare în distribuţia canonică 
Z.; b) energia gazului, E, şi c) capacitatea lui calorică, Cp. 


Cap. IV. Fluetuaţii. Teoria cinetică 


~ L Prin măsurarea temperaturii la un moment dat în 
diverse puncte ale unui sistem au fost obţinute valorile : 10,2, 
12,4, 14,5, 13, 11,4 şi 10,8°C. Să se calculeze în aceste condiţii : 
a) valoarea medie şi b) tluctuaţia patratică medie a tempe- 
raturii. i 

2. Utilizind pentru distribuţia, vitezelor funcţia lui Max- 

well să se determine : 2) energia medie și b) dispersia vitezei 
moleculelor unui kmol de H aflat la 0*C. Se dă masa relativă, 
a Họ Mu, = 2,016. 

| 3. Fie un gaz ideal monoatomic format din N particule 
şi avind energia E. Utilizîind distribuţia eanonică să se eva- 
lueze : a) E”, (n>0); b) tluetuația pătratică medie a ener- 

- . 3 Pes FIN g 3 N . . Y 
giei (AB) = (E — E)’; c) fluctuaţia relativă a energiei, 
de = B~ (APY. 


4. Să se stabilească cu ajutorul distribuţiei canonice că 


(1) ED = (2) 27p3 
) pi Su Toi 


&3 


În particular, să se arate că în cazul unui gaz ideal-mono- 
atomic, format din N particule, relaţia (1) se reduce la 

= = 8 
(2) Be B-PP =i Ne, 


unde : H este energia, N — numărul de particule, T — tem- 
peratura, iar Cy— capacitatea calorică la volum constant. 

5. Să se determine limita de sensibilitate a unui galva- 
nometru cu oglindă dacă se dă modulul de torsiune al firului, 
a, și temperatura, 

6. În stare de echilibru cele 2N molecule ale unui gaz 
ideal se repartizează uniform în volumul unui recipient. 2) 
Să se evalueze probabilitatea ca în urma fluetuaţiilor n 
dintre moleculele gazului să se acumuleze în una din jumă- 
tăţile vasului. b) Care este numărul de microstări. Wọ, prin 
care se realizează starea de echilibru? c) Presupunînd, că la 
un moment dat în una din jumătăţile vasului, în urma fluc- 
tuaţiilor, se găsese N +n particule, să se determine nu- 
mărul de microstări, Wn, care realizează această stare şi legă- 
tura dintre W, şi Wo 

7. Fie un sistem izolat format din corpul de studiu şi 
mediul înconjurător. Să se demonstreze că probabilitatea ca 
un parainetru ce caracterizează proprietăţile corpului să 
varieze în intervalul Agm, este 


ATAS — APA 
a) ola) Az =:0-exp [cr] Aa, 


2k1'$ 


unde T, este temperatura în starea de echilibru, S este en- 
tropia, P — presiunea şi V — volumul. 

8. a) Tinind seama de formula (1) din exerciţiul pre- 
cedent, să se calculeze : (AZ), (AV) si AVAT. 

b) Să se evalueze îluctuaţia (AV) pentru un gaz ideal. 

9. a) Să se calculeze : (AP), (AS) şi ASAP. 

b) Să se evalueze fluctuațiile entropiei S şi presiunii P 
într-un volum de 1 mm? de vapori de Hg dacă valoarea medie 
a temperaturii este de 2000 K, iar cea a presiunii de IN/m?. 

10. Să se determine corelaţiile : ATAP, ASAY. 

11. Să se găsească corelaţiile : AVAP, ASAT. 

12. Să se determine fluctuațiile relative ale tempera 
turii şi volumului unui sistem în condiţiile în care tempe- 
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ratura sa medie este de 300 K, presiunea este de 1071 N/m?, 
iar volumul de 10718 mê. 

13. Să se calculeze fluctuațiile numărului de particule 
într-un volam V = 10718m? de gaz ideal, în eondiţii normale 
de presiune şi temperatură, (P =1 atm, T = 273 K). 

14. Să se găsească coeficientul de corelare a fluctua- 
ţiilor temperaturii și volumului, precum şi coeficientul de 
corelare a fluctuațiilor temperaturii şi presiunii, pentru un 
gaz ideal monoatomie în condiţii normale de presiune şi 
temperatură. 

15. Deplasarea s a unei molecule între două ciocniri 
se poate efectua cu egală probabilitate în ambele sensuri, 


id a . . . . 7 E Y . A 
adică s = 0. În prima aproximație diversele deplasări sînt; 


zi Cai 3 i 
statistic independente. Fie R = $, + sa + ... Sy deplasarea 
totală după N ciocniri succesive. Să se determine : a) depla- 
sarea medie, Æ, şi b) dispersia, Vaz: „ Cît este dispersia 
dacă mărimea fiecărei deplasări este egală cu 12 

16. a) Să se determine deplasarea pătratică medie a 
unei particule browniene de masă m şi rază a, ce se mişcă 
într-un mediu viscos cu coeficient de viscozitate dinamică, y. 

b) Să se evalueze numărul lui Avogadro ştiind că depla- 
sarea pătratică medie a particulelor browniene de masă m 
şi raza a, în timpul i, este 2. 

17. Care este distanța medie la care pătrunde în inter- 
valul i un gaz format din molecule mari de rază a, emis de 
către un emițător punctual într-un lichid cu coeficient de 
viscozitate m şi avînd temperatura T. 

18. Să se evalueze numărul mediu de ciocniri pe secundă 
ale unei molecule de gaz. Se dau : raza moleculei, masa ei, 
temperatura şi densitatea gazului. 

19. Să se determine densitatea curentului emisiei termo- 
electronice adinițind că energia, potențială a electronului 
în metal este mai mică decît cea din afara metalului cu 
mărimea W = eg. 

20. În incintele 1 şi 2, despărțite printr-un perete poros, 
se află un gaz rarefiat, avind respectiv temperaturile Ti, Pa 
şi presiunile P}, Pa. Să se arate că în stare staţionară are loc 
relaţia : P,/Pa = (11T). 

21. a) Să se găsească energia medie a unei plasme rare- 
tiate care ocupă volumul F. Prin plasmă înţelegem un sistem 
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format din două tipuri de particule cu sarcini opuse +e şi 
—e (cîte N particule din fiecare tip). 

b) Să se determine apoi : presiunea, P, entropia, 8, şi 
capacitatea calorică la volum constant, 07, a plasmei. 

22. Să se determine conductivitatea electrică a unui 
metal, calculînd mai întîi viteza medie a electronilor, în 
ipoteza că fiecare electron suferă, după intervale egale de 
timp, 7, o difuzie izotropă pe impurități. 

23. Utilizînd ecuaţia lui Boltzmann, scrisă sub forma : 


d =» 9 - — 
a Spiti ih, 
öt Or op 7 


să se calculeze conductivitatea electrică a unui metal omogen 
asupra căruia acționează în direcția axei œ un cîmp electric 
slab, E. In (1), f este funcția de distribuție, fọ — functie de 
gi at . pe . i ci 4 Bd 
distribuție de echilibru, e — sarcina electronului, p = mv—- 
impulsul lui, t — timpul de relaxare. 

24. Să se determine pe baza ecuaţiei (1) din exercițiul 
precedent conductivitatea electrică a unui metal omogen, 
presupunind gazul electronic puternic degenerat, descris de 
funcția de, distribuţie Fermi-Dirac, f} (e), unde e =e (p) 
este energia electronului. Cimpul electric, É, se consideră 
omogen, iar timpul de relaxare dependent doar de 7 si e. 

„25. În interiorul unei sfere de rază a sînt distribuite par- 
ticule de masă m la temperatura 7 cu o densitate constantă Po: 
La momentul i = 0 învelișul sferice dispare și are loc expan- 
siunea liberă a particulelor. Să se determine densitatea par- 
ticulelor e(r, t) la distanța r de centrul sferei la momentul t. 
Ciocnirile se neglijează. 

AS 

26. Să se demonstreze teorema H a lui Boltzmann care 

a. v v N . E . . . "R e 
afirmă că dacă funcția de distribuție Şir, v, t) satisface ecuaţia, 
lui Boltzmann, atunci, presupunînd starea gazului omogenă 


af i Ey 
pi = 0) şi forța externă nulă (F = 0), are loc relația 


aH 5 
q 5O O= (fin fav, 


unde semnul egal se realizează doar cînd f coincide cu distri- 
buţia Maxwell-Boltzmann. 
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27. Să se arate că în cazul unui gaz omogen è cărui 
energie medie şi număr de particule sînt date, condiția de 


minim a funeţiei lui Boltzmann, H = | f In fav, conduce la 


distribuţia Maxwell-Boltzmann. 

29. Să se demonstreze că în prezența unui cîmp extern 
distribuția Maxwell-Boltzmann reprezintă o soluţie staţio- 
nară a ecuaţiei lui Boltzmann. 

29. Să se deducă cu ajutorul ecuaţiei lui Boltzmann 
legile de conservare ale masei, impulsului şi energiei. 

-> 

30. Plecînd de la expresia entropiei S =—A | fn f dvdr, 

— e 
(unde: 7 este coordonata, v — viteza, f — tuneţiă de dis- 
tribuție, iar A = kmh?) şi utilizînd ecuaţia lui Boltzmann, 
să se dea deducerea cinetică a legii creşterii entropiei. 


Cap. V. Statistici cuantice 


1. a) Să se stabilească numărul de modalități de a plasa 
N obiecte discernabile în m celule numerotate, dacă numerele 
de ocupare ale celulelor sint respectiv n, nop... nm 

b) Să se determine în cîte feluri distincte se pot plasa 
N obiecte indiscernabile în g celule. 

c) Să se găsească numărul de posibilităţi de a plasa M 
particule indiscernabile în g celule, aşa fel ca într-o celulă să 
nu ie mai mult decît o particulă (g > N). 

2. Fiecare dintre cele N particule independente ale unui 
sistem se poate găsi pe unul dintre nivelele — ep, + Ep- 
Să se determine probabilitatea termodinamică, Wy, è stării 
macroscopice cu energia E = Mep unde M = N, —N_ 
este diferența numerelor de ocupare ale celor două nivele, şi 
să se discute proprietățile termodinamice ale sistemului în 
regiunea E< 0. 

3. Fie un sistem compus din subsistemele 4, 5,0..., 
care interacționează slab între ele. Să se arate că suma de 
stare a întregului sistem este egală cu produsul sumelor de 
stare a sistemelor componente, iar energia liberă a sistemului 
este egală cu suma energiilor libere a subsistemelor : 
aro... = Lalele... 5; Paper... =La + Pop t Fet ... 
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netiformă de masă m se mișcă în inter- 
lectîndu-se în punctele g = 0 şi g =]. 
ezinte traiectoria. fazelor particulei în 


a) 
~ 
oo AR . iliri. tao 
= b) Să se determine volumul spațiului fazelor D (E), 
corespunzător unor energii mai mici decit H. 

c) Să se arate că, volumul T(E) rămine. constant la e 
şcare lentă a peretelui =] (invariainţa, adiabatică). 
ul Să se evalueze numărul de stări cuantomecanice, 
Wa(E) cu energia mai mică decît E şi să se compare cu T£). 

5. Să.se calculeze suma de stare a unui oscilator unidi- 
mensional de masă m şi viteză unghiulară o: a) clasic, b) 
cuantic și c) să se găsească dependenţa de temperatură a 
energiei interne, capacităţii calorice Şi entropiei unui sistem 
ce constă din N astfel de oscilatori. 

6. Să se găsească fluctuația pătratică a energiei unui 
sistem cuantic ce posedă temperatura, T, dacă se cunoaște 
energia medie a sistemului la aceeași temperatură, 

7. Fie un sistem format din N particule ce se pot plasa 
doar pe nivelele + e și —s. Să se arate că există relația : 
1 k l N — Ufe 


— n 
T 2e. „N + Uje 
muli TS 0 (< 0), după cum energia lui Ọ < 0 (> 0). 

8. Un semiconductor posedă n nivele donoare de energie 
—E9. Un nivel donor poate fi ocupat de un electron cu spinul 
„în sus” sau de unul cu spinul pin jos”, dar nu poate con- 
ține doi sau mai mulţi electroni simultan. Utilizând distri- 
buţia cuantică macrocanonică să se. determine suma de 
stare a electronilor de pe nivelele donoare Şi să se găsească 
numărul de electroni care le ocupă. 

9. Fie un cristal ce conţine în stare de echilibru la tem- 
peratura T, N atomi cu spin 1 şi moment magnetic u. Pla- 
sați într-un cîmp magnetic uniform, B, atomii pot să se 
orienteze 1: paralel, antiparalel sau perpendicular pe cîmp. 
Să se găsească momentul magnetic ål cristalului presupunînd 
că se ia în considerare doar interacţiunea, dintre dipoli şi 
cimpul magnetice. Să se discute cazurile limită: a) cristalul 
este plasat; într-un cîmp slab la temperatură înaltă ; b) cris- 
talul este plasat într-un cîmp puternie la temperatură, joasă. 

10. Un sistem constă din N subsisteme care interacţio- 
nează slab între ele. Fiecare subsistem posedă doar două 
nivele energetice nedegenerate, F şi H. Să se găsească depen- 


» din care se vede că temperatura, siste- 
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denţa de temperatură a energiei medii a sistemului precum gi 
expresia, capacităţii lui calorice. l 

11. Să presupunem că energia moleculelor unui sistem 
este de forma: H; = Fie + Ermo (îi = 1,2,...), unde Fy, tr 
se referă la mişcarea de translație, iar Fi mi — la mişcarea 
internă (de rotație sau vibrație). De asemenea : Gi = Yi, te Ha, nt 
unde gi, t Şi gi, m Sînt probabilitățile intrinseci corespunzătoare 
celor două tipuri de mişcări. Să se arate că : a) £ = Zn Zn 3 
b) U i Uir + Un 6) 8 =a Su + Sti unde Ste G EN + 
+ Vu] D + EN în (Zu) şi Simi = Ut + EN In Zint 

12. O particulă cu spinul 1/2, aflată într-un cimp mag- 
netic H, posedă două orientări posibile ale momentului mag- 
netic u şi, corespunzător, două. stări. cuantice cu energia 
—uH şi +pH. Fie în cîmpul magnetic H un sistem de W 
astfel de particule, menţinut la temperatura T. Utilizind 
distribuţia cuantică canonică, să se determine: a) energia, 


liberă, b) entropia, c) energia internă şi capacitatea calorică, . 


d) momentul magnetic total al sistemului. 

13. Să se determine energia medie a unui sistem care 
posedă un spectru energetic nedegenerat, dat de formula: 
E, = ne, (n = 0,12...) 

14. În modelul Ising unidimensional al feromagnetis- 
mului, cele M particule ale sistemului avind. spinul 1/2 sînt 
aşezate în linie dreaptă. Se consideră că interacționează doar 
particulele vecine şi anume interacţiunea = dacă spinii 
particulelor sint 1t şi = —J dacă spinii sînt 4t. Să se deter- 
mine suma de stare a sistemului presupunind că temperatura 
lui este T.. ; 

15. Să se găsească densitatea de probabilitate a coordo- 
natei unui oscilator cuantic ce se află în echilibru cu un ter- 
mostat la temperabura 7. 

16. Un sistem posedă două stări cuantice avind aceeași 
energie. Dacă ambele stări sînt vacante, energia sistemului 
este egală cu 0. Dacă una dintre stări este ocupată de un 
electron, energia lui este e, iar dacă ambele stări sânt OCU- 
pate, energia sistemului tinde la co. În aceste condiţii, să 
se arate că: a) Suma de stare maăcrocanonică Z=1+ 


p— E 
tzep tm 


) ; b) numărul mediu de electroni pe nivel 
eT 


= 1 tea zl 
este dat de relaţia N = | E exp ( pa | + 1] ? 
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7, În condiţiile distribuţiei macrocanonice, cînd para- 
“metrii uși V = const, are loe următoarea formulă pentru 
entropia sistemului 


ae = -£ (8 In Z), (0 = kT). 


Fie o stare ce poate fi ocupată de 0 sau 1 particulă, avind 
energia respectiv 0 sau s. Să se demonstreze că în acest caz 


S = — af kamp a=, 


€ — ç GA i 
2 unde f(z) = | exp Baiia E 1 . 
(2) fi) [5z] 
18. Moleculele unui gaz biatomie posedă nivelele de 
i . h? 
rotație: P, = T r(r+ 1), (r= 0,12, ...; I> const), 


nivelul Æ, fiind de (2r + 1) ori degenerat. Să se determine 
sumă de stare a mișcării de rotație şi capacitatea calorică mo- 
jară a gazului la temperaturi joase și înalte. 

19. a/Să se obţină expresiile pentru contribuţia adusă 
de rotație în energia liberă P, entropia S Şi capacitatea calo- 
rică, Cp. ; 

b) Să se evalueze contribuția rotației la căldura speci- 
fică a HCI, la temperatura f — 188 K, dacă momentu! de 
inerție Î = 2,6:107°® kg- m?. 

20. O moleculă biatomică posedă un set co de nivele 


$ 

. . . 4 
energetice nedegenerate de vibraţie: E, = ha (» + =) 3 

G 


(n = 0,1,2, ...). 

a) Să se determine suma de stare de vibrație şi capaci 
tatea calorică respectivă, analizîind cazurile temperatu 
înalte şi joase. 

b) Să se calculeze capacitatea calorică molară de vibrație 
pentru N, la P = 1000 K ştiind că distanţa dintre nivele 
este ko = 0,3 eV. 

21. Studiind spectrul de benzi al H molecular s-a sta- 
bilit că frecvenţa unghiulară a vibrațiilor normale > 
o = 8,28. 10! 5-1, Să se evalueze contribuţia vibr 
la energia liberă, entropie, energia internă şi căldura sy 
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ficà molară a H, determinînd comportarea, funcțiilor res- 
pective la temperaturi înalte şi coborite. 
22. a) Molecula N, posedă şirul discret de stări de vi- 


brație : E, = ho (» + 3) » (n = 0,1,2, ...). Știind că dis- 


tanța dintre nivele este ho = 0,3 eV şi că gazul este în echi- 
libru la temperatura T = 1000 K, să se determine popularea 
relativă a primei stări excitate (n= 1) în raport cu starea 
fundamentală (n = 0). 

b) Aceeaşi întrebare pentru un gaz de He, care se află 
în echilibru termic la 10 K, dacă prima stare excitată a ato- 
milor de He, care este triplu degenerată, este distanţată de 
starea fundamentală (nedegenerată), cu 19,82 eV. 

23. O moleculă liniară m-atomică posedă 3 grade de li- 
bertate de translație, 2 de rotaţie și 3n — 5 de vibrație. În 
cazul moleculei de CO, n = 3, masa moleculară relativă 
M, = 44,01, momentul de inerție I = 7,11.104% kg-m?, iar 
recvenţele de vibrație sînt o, = w = 1,256. 104 s71, op = 
= 2,61 - 104571, w, = 4,59. 1014571, a) Să se deducă expresia 
energiei interne U şi b) să se evalueze căldura specifică cp 
peniru T = 800 K. 

24. Să se calculeze căldura specifică molară a moleculei 
de NH, la temperatura T = 400 K. Se dau, momentele de 
inerție: Je = 4,4: 107% kg.m?, In = Ie = 2,8:104%7 kg. m? şi 
frecvențele de vibrație : o = 1,76. 1014871, wa 6,28- 1014 s74, 
a, = 3,08. 101571, os = og = 6,43. 1014 s71, 

25. Să se precizeze ce statistică cuantică sstisfac atomii 


26. Să se determine sensul parametrilor a şi f în legile 
de distribuţie Bose-Einstein şi Fermi-Dirac. 


(1) N, = g; [exp (—a + BED F 1Ţ1, 


unde semnul de sus se referă la statistica B—E, iar cel de jos 
la statistica F—D. 

27. Să se stabilească în ce condiţii cele două statistici 
cuantice se reduc la cea clasică. 

28. Să se studieze la ce rezultate conduce utilizarea 
statisticii cuantice în cazul unui gaz ideal format din particule 
neutre în condiții normale de presiune şi temperatură. 
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29. În cazul statisticilor Bose-Binstein şi Fermi-Dirac, 
avem următoarele expresii pentru potențialul Q gi energia 
internă, a sistemului 


(1) Q= PY = kS p fi F exp (Sah 


m, cartea ză | 

(2) U= $, gis [esp Ern F 1| 3 
kT 

unde semnul. de sus se referă la bosoni, iar cel de jos la fer- 
mioni. Presupunind că energia particulei se exprimă cu aju- 
torul impulsului prin formula : e = Bi, (B = const, s = 
= const), care cuprinde atit cazul particulelor nerelativiste, 
cînd e = p?/2m, 3 = 2, cit si cel al particulelor ultrarelati- 


viste cînd e = ep, s = 1, să se stabilească relația PV = = U. 
P [3] 
20. a) Să se arate că numărul de fermioni din volumul V 


care au la temperatura. T mărimea vitezei cuprinsă între v 
Şi 9 + do, este 


3 Ym? mo? Pa -g 
ays SE exp{ saM +1] odo 
h? 2k? kr 


(Er — energia Fermi). 


b) Să se arate că în aceleaşi condiții numărul fermio- 
nilor cu componentele vitezei în intervalele : dv, do, do, 
este 


3 2 7 
aN — 2Vm E [za _ a 


SI, 
dat AESI a dot, 
E EI ai t ] Dice Cp 


31. a) Pentru ce valori ale energiei (E > Ep) distribuţia 
: a E — E 
Fermi se scrie sub forma: N, = g,exp = El ? 
(Ep — energia Fermi). 
b) Pentru energii ce satisfac condiţia din punctul a), 
numărul de electroni cu energia în intervalul dH, este dat de 
expresia 


NE) AB = SEV h? (2m?) M12 exp = ( beat, j]. 
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Să se arate că numărul de electroni a căror energie întrece o 
valoare Ha (Eo > Ba), este 


T 3)1/2 N 
NU > 8) RA Aa e (32 (zik PP i 
h3 bT 


E E 
— erf |= | | -H Me exp | — =e 
j tal i »( e) 


T 
erf (29) = 2n12 | exp (— g?) da, 
0 


unde erf este funcția erorilor (vezi anexa VIII ¢). 

32. a) Să se găsească energia, şi viteza medie a electro- 
nilor unui metal la 0 K. 

b) Utilizînd legea de distribuţie Fermi-Dirac să se de- 
termine presiunea gazului electronic la 0 K. 

33. Să se calculeze energia cinetică a nucleonilor (pro- 
toni și neutroni) din nucleu, la temperaturi joase, în ipoteza 
că ei formează două gaze de fermioni. d 

34. Să se determine : a) energia internă şi capacitatea ca- 
lorică precum şi b) entropia şi presiunea unui gaz electronice 
degenerat, la temperaturi joase (K7 < u), unde p este po- 
tenţialul chimie. 

35. a) Să secalculeze viteza maximă a celor N = 8,4104 
electroni dintr-un cristal de Cu, avînd volumul V = 10-4m3, 
la temperatura de 0 K. 

b) Cît este lungimea de undă de Broglie a acestor elec- 
troni? 

36. Ciţi electroni liberi, avînd energia între 6,90 şi 6,95 eV, 
se găsesc la temperatura de 300 K într-o bară de Ou 
cu lungimea de 1 m gi secţiunea de 1 cm?? Se dau : masa elec- 
tronului m = 9,1-10~°i kg, densitatea Cu, po = 8,9-10? kg m”? 
şi masa lui atomică m, = 1,95 -107 kg. 

37. Să se calculeze cu cît variază energia internă şi 
presiunea gazului electronic dintr-o tijă metalică cu lungimea 
de 1 m și secțiunea de 1 cm?, ce conține N = 8,4-10% electroni, 
dacă ea este încălzită de la T = 0 K la 7 = 300 K. 

38. Să se calculeze densitatea curentului de emisie ter- 
moelectronică în ipoteza că electronii satisfac statistica 
Fermi-Dirac, iar lucrul mecanic de ieşire al electronilor din 
metal este: W. Se va considera că w= W — Ep > kT, 
(Eg — energia Fermi). 
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39. a) Să se arate că o stea neutronică, suficient de 
densă, poate fi tratată ca un gaz degenerat Fermi-Dirae 
relativist. 

b) Presupunind realizată o stare de echilibru, să se 
deducă relația care leagă masa şi raza unei astfel de stele. 

40. Într-o stea foarte densă, avind temperatura T=101 K, 


densitatea electronilor este T = 10%m-3. Să se deter- 


mine : a) energia internă, b) presiunea și €) contribuția elec- 
tronilor la căldura specifică. 

4l. a) Să se calculeze raportul temperaturilor critice 
de rotație pentru moleculele de H,, HD şi Do, considerind 
razele moleculelor egale și ignorind spinul şi indiscernabili- 
tatea moleculelor. 

b) Să se determine raportul temperaturilor critice de 
vibrație pentru aceleaşi molecule considerind forța cvasi- 
elastică a oscilatorilor aceeaşi în toate cazurile. 

42. a) Să se arate că pentru temperaturi mari în compa- 
ratie cu temperatura Debye (T > Tp), capacitatea calorică 
a solidului satisface legea Dulong-Petit : 0, e 3Nk. 

b) Să se arate că la temperaturi joase (7 < Tb), capa- 
citatea cAlorică a solidului satisface legii Debye: 0p = 

O 
=> = Nkr’ (T/T). 
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c) Fie un solid format din N atomi în domeniul de tem- 
peraturi în care este valabilă legea lui Debye: Op ~ Nk 
(2/2). Să se arate că în acest caz fluctuaţia relativă a 
energiei este de ordinul N: (7/7). 

43. Să se determine în aproximaţia temperaturilor joase 
energia unui corp solid avind volumul V, ale cărui vibrații 
elastice sînt tratate ca un gaz fononic ce satisface statistica 
Bose-Einstein (cu potenţialul chimie u = 0). Viteza de pro- 
pagare a vibraţiilor longitudinale şi transversale în solid 
sint respectiv G şi C. 

44. Să se arate că la temperaturi joase capacitatea calo- 


ny i i T Stă rasi 

rică a unui gaz Fermi-Dirac este Op = re NkT Es. Ținind 
kid 

seama de această expresie să se explice de ce, cu excepția 

temperaturilor foarte joase, capacitatea calorică a gazului 

electronic este neglijabilă față de cea a rețelei cristaline, dată 

de teoria Debye. 
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. evalueze susceptibilitatea paramagnetică a gazului electronic 


45. Să se explice de ce capacitatea calorică Cp a corpurilor 
solide cu structură uni- şi bidimensională nu se supune la tem- 
peraturi joase legii lui Debye Cyp~ T?, ci respectiv legilor 
Cy ~ T şi Cy ~ Te. 

46. În ce măsură s-ar schimba teoria căldurilor specifice. 
a corpurilor solide, dată de Debye, dacă fononii ar satisface 
nu statistica Bose-Einstein ci statistica Fermi-Dirac. Se 
vor considera cazurile limită ale temperaturilor joase şi 
înalte. 

47. În cazul statisticii Fermi-Dirac : 


KE) = [esp Ea -H a|. 


a A 
Să se arate că:a)—( J = (4k T); b) dacă E= 
oE JE=Ep 


=Ep +ò. f(Er + 8) = 1 — f(Er — 8). 

48. Să se arate că temperatura la care capacitatea calo- 
vică electronică şi cea a reţelei cristaline sînt egale, este dată 

a A 
de formula : T, = pera 
24r? Tr 

Debye, iar Tp este temperatura Fermi, ultima rezultind din 
egalitatea Le = he. 

49. Să se arate că ecuaţia de stare a unui gaz Bose ideal, 
slab degenerat, are forma 


-Ii A 3/2 e z l 
PV =kfFV (7) 3, exp (2) pă, 


1/2 
) , unde Fp este temperatura 


2 


, 2 


unde pu. este potenţialul chimic, P — presiunea, V — volumul 
T — temperatura, m — masa unei particule, k — constanta 
lui Boltzmann, h — constanta lui Planck. 

50. Fie un metal la0 K, plasat într-un cîmp magnet ii: 
Imind în considerație momentele magnetice de spin y ale 
electronilor, să se calculeze magnetizarea, respectiv suscep- 
tibilitatea paramagnetică a metalului. 

51. Lucrînd cu sistemul din exerciţiul precedent, să se 


> 
je 


i 


TE 


la o temperatură oarecare, considerînd apoi cazurile: limi ; 
cînd gazul este : a) complet degenerat şi b) slab degenerat. 
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„52. În ansamblul macrocanonic, probabilitatea ca N, 
„particule ale sistemului să se găsească în starea cuantică £,, 
este dată de formula : 


y E, — uN, E + uN, 
= — | —— exp — i. 
Re SFR ( ET JE i ( bT ) 


a) Să se arate că dispersia numărului de particule este 


aT aer (Gr) 
iu du] 

b) Să se determine dispersia numărului de ocupare 
pentru stările uniparticulă, în cazul cînd particulele se supun 
statisticilor : Permi-Dirac, Bose-Binstein și Maxwell-Boltz- 
mann. 

53. Să se demonstreze că pentru corpurile cristaline 
este valabilă relaţia lui Mi-Griineisen : Va == yOrkr, unde 


«= 2 A este coeficientul de dilatare. în volum, kp = 
FLOF IS ; 
1 (5V o enii ; 
= — F 35) este coeficientul de compresibilitate izo- 
t r 
“ ô In v, 


termă, iar y= — Tar este o mărime constantă pentru 
n 

toate frecvențele normale ale cristalului V(V) (i = 12 e. 
... 8N—6, unde N este numărul de atomi ai cristalului). 

54, a) Utilizind proprietăţile generale, legate de conver- 
gența seriei ce intervine în suma de stare Z, a distribuţiei 
canonice, să se determine condiţiile în care sînt posibile tem- 
peraturile negative. 

b) Să se considere un sistem în care densitatea stărilor 
posibile creşte exponențial, g(2) ~ exp (a), (a > 0). Să se 
arate că, în acest caz sinb posibile doar stările cu tempera- 
turi T<, 

oh 

55. Care este numărul de vibrații normale transversale în 
intervalul de frecvenţe v == 5:104 Hz şi v +- dv = 5,1.1014 Hz, 
într-un corp transparent, cu volumul V = 1em? şi avînd 
indicele de refracție n = 1,5? 4 

56. Presupunînd că fotonii se comportă ca ni 
tori liniari, pentru care este valabilă legea echipa 
giei, să se determine densitatea spectrală de enere 


o 


oscila- 
Ei ener- 


pi 
10 a radia- 


3t 
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tiei (legea Rayleigh-Jeans). În ce condiţii expresia obţinută 
coincide cu cea. dată de formala lui Planck? 

57. a) Să se demonstreze că potenţialul chimic al gazului 
fotonie este egal cu 0. : ; ; 

b) Să se stabilească, dependența numărului mediu de 
fotoni ai radiației de echilibru de energia totală şi volum. 

58. Să se calculeze caracteristicile termodinamice ale 

gazului fotonie : presiunea, energia liberă, entropia şi energia 
internă. ; 
59. Să se găsească maximul distribuției spectrale a 
energiei radiației termice de echilibru cu ajutorul legii lui 
Planck. Să se compare valoarea corespunzătoare maxi- 
mului, calculată. pe scara frecvențelor, pentru T = 1500 K 
cu cea pentru T = 3000 K. i 

60. Să se determine numărul de fotoni pe m? cw frec- 
venta cuprinsă între Vmax Şi 1,05 vmar în cîmpul radiației ter- 
mice de echilibru a corpului negru la 7 = 300 K, unde Vmax 
este frecvența corespunzătoare maximului densității spec- 
trale de energie. ` : 

GI. a) Care este numărul de fotoni cu frecvența între 
v = 5,15.104 Hz şi v + dv = 5,20.104 Hz (regiunea vizi- 
bilă, lumină galbenă). 

b) Să se evalueze energia radiantă care revine acestor 
fotoni. 

62. Să se calculeze constanta c din legea Stefan-Boltz- 
mann, u = 61%, (u — densitatea de energie a radiaţiei, 
T — temperatura), utilizînd pentru densitatea, spectrală de 
energie legea lui Planck. 

63. Fie un gaz la o temperatură ridicată în echilibru cu 
radiația. Să se stabilească relaţia dintre densitatea gazului 
şi temperatură atunci cînd presiunea gazului este egală cu 
cea & radiaţiei. 

64. Energia emisă la temperatura T = 1000 K de un 
corp absolut negru cu volumul V = 1 m? este u = 754.104 
Ti J/m?. Lungimea de undă corespunzătoare maximului 
densităţii spectrale de energie la temperatura dată este Îmax = 
= 2,901.10”%m. Să se determine constanta lui Planck h şi 
cea a lui Boltzmann k. 

65. Considerînd He lichid un gaz ideal Bose-Binstein, 
să se stabilească : a) la ce temperatură T, apare fenomenul de 
condensare bosonică ; b) cum variază numărul de particule 
ale „condensatului” cu temperatura; c) ce densitate are 
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gazul bosonic, dacă 7, = 2,19 K; d) care este numărul 
relativ de particule „condensate” la temperatura T = 2R? 

66. Capacitatea. calorică molară. la volum constant a 
unui gaz bosonic sub temperatura de condensare (T < Ta) 
este Cy = 1,93 R(T/7,)2. Să se găsească în aceste condiții : 
a) energia internă a unui mol de gaz ; b) entropia unei par- 
ticule; e) presiunea gazului. 

67. La temperaturi T = 0,6 K, viteza undelor sonore 
longitudinale în +He lichid este c, = 2,383: 102 cm st. Pre- 
supunînd că densitatea este de 0,145- 103 kg m~? şi că în lichid 
nu se propagă unde transversale, să se calculeze : a) tempe- 
ratura Debye; b) căldura specifică dată de teoria Debye 
şi să se compare cu valoarea experimentală cy = 0,0204 
T? J kg K! 

68. Pe baza teoriei căldurilor specifice a corpurilor solide, 
dată de Einstein, să se determine temperatura Einstein carac- 
teristică Te = si pentru Cu la temperatura T = 100 K, 
dacă se ştie că (Or)exper = 15,9 J mol 1K-1. Apoi, utilizînd 
valoarea găsită pentru Te, să se evalueze (Cp )eoretie Pentru 
Cu: a) la T = 300 K şi să se compare cu (Op exper = 23,69 
Jmol1K-1; b)la T=15K ştiind că (Cr)exper = 0,161 J 
mol IK-L. 

69 Să se calculeze capacitatea calorică molară a Pb 
la T = 300 K şi Al la T = 50 K ştiind că temperaturile 
Debye respective sînt de 90 K pentru Pb şi 400 K pentru Al. 

70. Găsiţi greselile din această carte și comunicați-le 
autoarei. 
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REZOLVĂRI, INDICAȚII ȘI RĂSPUNSURI 


Cap. I 


1. Dacă dependența funcţională dintre æ, y şi z este dată 
de relaţia f(z, Y, 2) = 6; atunci 


Of Of of i 
— d -= dy + |- =, 
Fl ui ES „dă E L că : 


Pentru a = const, 


an COA jan, 
> Jz ARNE oi 


(34), -Badh 


de unde rezultă imediat a). Analog, se obține pentru y şi 


2 = const 
t ) ( ), ( As 
oy dy Oa 


(62), (oa), lan), 


Făcind produsul indicat în b) se ajunge la rezultatul cerut. 
2. a) Dacă forma df este o diferenţială totală exactă, 
atunci 


ð 
a= (4) do + (; Al dy = Xda + Yäy 
P] y ôy 

unde 


L (2x) _ af -(2 
3 z dydz A 
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b) Scriem ecuaţia Pfaff corespunzătoare formei df 


m dy X 
Xde+ Ydy =0 >= =. 
ai a dg X 


În condițiile problemei această ecuaţie are întotdeauna soluţie. 
Fie ea 


P(a, y) = const > dF = a dg +4 7) dy =0. 
, Og jy CY Jz 


Comparînd coeficienții ecuațiilor df = 0 şi dF = 0, găsim 


1 (07 A rai 
= = GH e 
dea! Y 77) didi 


Ca urmare, avem: dF = găda + gYdy = gåf, adică g 
este factorul integrant al formei d fy care este deci olonomă. 


242 y2? 
3. 2 = y; a =; a= gat 
4. “Întrucit : SAE) + 9 = , forma dQ nu este o 
oy rL rY 


diferențială totală exactă. Ea posedă însă factorul integrant 
g = 1/T. Intr-adevăr 


day 
y 


5. Procedind ca în problema precedentă, se stabileşte că 


a) (33), = 075A; » (35) = A), 


aQ aT oe tO a 
ag =f% = oT) a e aT+RnY. 
T ET ý f dă Dune 


ôT ye 
6. a) Pentru ca F să fie o diferențială totală exactă este 


necesar şi suficient ca derivatele mixte de ordinul 2 să nu 
depindă de ordinea derivării, adică 


ot (0), (7,0 
ôy Jax Oz AR da Jay oy a das oz Jey 
(1) 
100 


Notind R=RU, Y, Z), se observă că : “ot R= Z Z 
y z 


= 0 etc., deci (1) se poate serie sub forma rot R= Q. Apli- 
cînd teorema lui Stokes, avem 


h E- dă = (f rot $- as =v, 


în care di = Xde + Ydy + Zdz = äF. Ca urmare, con- 
diţia de diferențială totală exactă a formei dP devine ġ åF = 
= 0, ceca ce este echivalent cu afirmația că F este o funcție 
de stare, adică integrala f åF nu depinde de drum, ci doar 
de stările inițială şi finală. 

b) Să presupunem că forma F =gdy + kdz, are pe g 


drept factor integrant. Atunci gäF este o diferențială totală 
exactă, care satisface (1). Deci ar trebui ca 


ð 9 3 9 
— (ga) = 0; — (kg) =0; — (ga) = — (kg). 
az ) ; Sak g) i d (ga) gy (9) 


Incompatibilitatea primelor două relaţii arată că de fapt nu 
există un factor integrant g care să satisfacă aceste condiţii. 
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7. a) Din figura de la pagina 101 rezultă f dz, sj (da4+ 
B 


® 
+ dy) = (z= m) Hyn) =f đa=f (dæ+dy)=(y:— 
(1) (1) 
— Ya) + (æ — m) de unde se vede că : 23 =g +y. 
b) í dz; = — L Cag — t) tH r(Y — Y1) 7 f dz> = z; (Y2 — 
o 2 an 
— y) + 2 (<3 — xi). Deşi dz, nu este o diferenţială totală 
exactă, ea posedă totuşi factorul integrant g=l/æ, astfel 
încît df = gåz, = da + dy este o diferențială Totală exactă. 
8. Toate mărimile indicate sînt extensive în afară de 


OH oG 
ät le: P, T, —— 
următoarele : ( ai [33] 


9. Dacă corpur ile 1 şi 2, avînd parametrii de stare PV, 
şi Pa Va sînt în echilibru termic cu al treilea de par ametri 
Po, Va, atunci 


(1) E (Py Vi; Pa Va) =0; Fa(Pa Va; Pa Va) = 0. 
Pi 


Conform legii tranzitivității echilibrului termic, va exista şi 
ecuația 


(2) Fä Pa Vi Pa Va) = 0 
Rezolviînd (1) în raport cu P, , se găseşte 

(3) P; = fu (Pu Vi; Va); Pa = fa(Pa Va; Vs) > 
-> AP Fai Va = fa( Pa, Va; Va): 


Pentru ca (3) să fie echivalentă cu (2) trebuie ca 
(4) fi (Po V.) = fa (P2 , Va). 


Notînd : 0, = fı (Pi, Vi) gi 02 = fa (Pos V.), condiția de echi- 
libru termic a două sisteme se serie sub forma: 9, == Das 
unde mărimea 0 astfel definită poartă numele de tempera- 
tură empirică. 


97 
o GA 97 
Van der Waals. Apoi, din relaţia : ( 7) ( A ( ) = 


IPA .[3P' „ E 
b) Indicaţie. Se calculează ) Şi $ =! din ecuaţia 
La T 


OV oT Je \P 


= —1 se obține |-—] care intră în a. Coeficientul kr se 
oT P 
calculează în mod analog. 


11. a) Într-un proces adiabatic avem PVY == const —> 


IP P 
> ( = — y și deci ks= 1/yP. 
aV js V 
b) Întrucît v, = (1/okg)l? = (rP/e)?, măsurind pe v 
şi cunoscînd pe p şi P » se poate determina y. 
P RT 
c) Din ecuația gazului ideal rezultă: — = x = ATY 
p 
unde M este masa kilomolară. 
ô P or 
12. a) Utilizind relația : [> — sam se 
oP 
% 
găseşte că Eip = —. 
5 3 T BP 
b) Pe baza ecuației gazului ideal rezultă: a = e 
1 5} 
B Sp e ; kip e 
V! P 


c) Utilizînd aceeaşi relație ca în punctul a), se găseşte 


a (2 (22) R 
Er za. Le alera 


unde, în ultima egalitate, s-a ţinut seama de ecuația de stare 
a gazului. 

13. a) TȚinînd seama de definițiile coeficienţilor termo- 
dinamici : «, B şi ky precum şi de relația a = PB kp (dedusă 
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tiul 12, punctul a), se poate scrie 
în ezerpipin P b» p b) Pe baza relației : EA (5) A = —1, se ob- 
s \OZ Ja y 


A dy da 
P / r 
pi GF) AT+ [27] AY = part | ţine 
oT jy T kr F — 1/ôl 1 (ô3F\/ôl 1 /ðF 
1 dy - A= J Eğ Eg $ ) ( P ) = ( i 
= (ars . Z VOI R l 97 jJi \8F T SYy oT i 
er y : 
Deoarece Z, este funcție de temperatură 
b) Relaţia cerută rezultă din evaluările $ i ğ sh E 
t l l P-dl 2 
da 1 ôV 1 (ôV) (0V) „li aef] — aa [a +2(2 : 
i == rută 34, Îl a ÎL 7 Sir lo l lb 47 | [3 
OP ]r VOPOT V:(0P/rliT Je 
Dar : i | 
7 192 ð pă pa Ar m | 
e) ate (20) E, ar po (AYA et oa 
or P i ia OPOT y ót T OTP P SYr lo 4 SYr` lo l ; 4 | 
14. a) Pe baza relaţiei « = kr8P, stabilită în exer- 1 [F B3AT/L)2 
cițiul 12, punctul a, în care cunoaştem pe kr şi ß, mia bi 13] | =1, 
ai 1 (Y ô ln V | | ms s UI 
găsim : «a = ( - z) ii ) = f(T). De asemenea, PR | 
p VOT Je ƏT Je unde am ținut seama de relația dedusă în a). Deci 
1 (0V o ln V 1 E À i 
avem: hp = — = F] = — ) = — . Atunci 
Y Pjr ôP jr ł a P 1 dl, | 
sYT aT | 


d In Y = fOPar — 3 aP, > InVY= Ș (DAT mP-+ const. | 


| „16. Utilizind definițiile coeficienţilor « şi kr, se poate 
serie 
b) Punind const = In nọ şi alegind f(T} = 1/7, se ob- 3y s? | 
pn i p= PT T+ (r AP = «VAT — kV AP = | 
: in PY =ImnRf, > PV = nET. oT jr ôP jr | 
15, oa (r) ar- ( = ) AP =a T+- ar, E R L 03 ara | 
l l VOT Je l VOL Jr sYr T 4P | 
unde: A= = o ) ; Xa = = (T , iar s este secțiunea de unde rezultă | 
P 8 J F | | 
transversală. aV __d7 347? Ini E l | 
a) Ținînd seama de definiție, rezultă că în cazul de față F—a E d pP In (V — a)= nT +In P- 4 const, i 
E 8AE {ŅY i | 
Yar = e ij a d 
3 3 7 ceea ce conduce la ecuația de stare : P34(V — a) = const 7. 
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17. a) Avem: 
dinV = (1 — iP) A T — a[l + b(T — T,)] dP, 
de unde, prin integrare, se determină ecuația de stare 


in Č = e (1 —rP(T — T) — all + bT — TP — Po). 
Y 


b) Înlocuind datele problemei în ecuația de stare găsită, 
se obține T — T, = 651. 


97 Pyi_P—b, (22) pN 
18. (E)r), a ! Yj 


= — EZ = —- ier 4- i » unde pentru scrierea ulti- 
= nR (V—=b} y? i 

Š oP ôy Ti -i 
mei s-a utilizat faptul că: G 7 ), i 3 Ma E 


cuaţia de stare rezultă integrind relaţia 
$ 
Li 
OPY ama LOP ( nk ) a 
p= [| ati — |. aV = [aT t 
ai PoE a ), V —b 


topit 


si ea coincide cu ecuaţia Van der Waals. 

l 19. Pentru a serie ecuația Van der Waals ca o dezvol- 

tare de virial, adică 
kT 


v 


o 5 1 
(1) P E ri BD | 


unde B,(7) sînt coeficienții de virial, se utilizează faptul că 


2 
v -— b v i V A Diy 
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Înlocuind și comparind cu (1), se obţine 


Bit bo; BA) Pi Bt =... 
kT 


20. Indicaţie. În starea critică, P, V şi T satisfac simul- 
SR oP 02P 
tan condiţiile: [—]| =0, 
OV jr 


oye? 
de stare respectivă. 
21. Vezi indicația de la exercițiul precedent. 


22, Ecuația de stare a unui gaz real se poate pune sub 
forma dezvoltării de virial i 


) = 0, precum şi ecuaţia 
T 


PY = B, + B/V + By V? +... 


2 


unde coeficienții de virial sînt funcții de temperatură. Tem- 
peratura Boyle este acea temperatură la care un gaz real se 
comportă la presiuni obișnuite ca un gaz ideal, deci în aceste 
condiţii B, = 0, iar restul coeficienţilor sînt mici. Seriind 
ecuația de stare din enunţ sub forma 


Prs RI | 1 — Pip 
YV) VT 


şi ţinînd seama că 

a UR ta 14 2 

a = rT 
rezultă 


PV = RT 4 (2T K. 4 + RTL da 4 
TJ Y y2 


Comparind această relație cu dezvoltarea de virial se vede 
că : B, = RT, B = RTb — aT ete. Ca urmare, Tp = 
= fa/ Rb)". 
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23. Procediînd ca în exerciţiul precedent, se scrie ecuaţia 
Van der Waals sub forma dezvoltării de virial 


PE 3 
Py=RT(1— 5 fa 
v v 


b ş a 
sar] 1 saa == age DEE 
zT( rota ) = 


de unde rezultă: B, = RTb— a= 0, adică T,= = = 


= 508,1 K. 
24. a) Din primele două expresii ale lui d9 din (1), 
se găseşte 


(2) . bä = hap cm0 Oa 


Explicitind de aici pe d T şi înlocuind în a doua expresie a lui 
dQ din (1), se ajunge la i 


äg = I0 aV + (o — a) àP, 
Op — Oy Cp — Cy 


care, comparată cu ultima expresie a lui Q, ne conduce la 
formulele pentru my şi Mp din enunţ. Cea de a treia relaţie. 
din a) este o consecință imediată a primelor două. 

b) Vezi formula (2) din a). În ceea ce priveşte sensul 
fizic al coeficienţilor : Cy şi Up sînt capacitățile calorice 
(reprezentînd căldura necesară pentru ridicarea temperaturii 
substanţei cu un grad) la V = const şi respectiv P = const; 
ly şi lp sînt căldurile latente de creştere a volumului și respectiv 
presiunii în condiţii izoterme. Sensul lui mp şi mp se desci- 
trează în mod analog. 

25. a) În virtutea relaţiei b) din exercițiul 1, avem 


ro orez), ceri), 
ôT jp (OV jr ôT Jr 
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b) Ţinind seama de relaţiile (1) şi a) din exerciţiul 
precedent, se găseşte 


OP 0P 

pi = — Mmy/mp = Cply/Cplp; Fai = ly/lp, 
ô P ôP 

(7), == — Cefa ; Pai = (0p — Ov)fle, 
ôv : Vi 

p ), BS Cele 3 GF) o php. 


Raportul mărimilor respective din coloanele 1 şi 2 furnizează 
imediat primele două relații din enunț. Cea de a treia rezultă 
utilizînd pentru raportul mp/ly prima expresie din punctul a) 
al exerciţiului precedent. 

26. a) Pe baza ecuaţiei adiabatei, PVY = const. şi cea 
a gazului ideal PV = nRT, se calculează 

day 
F= =| Par 2 — const Și ie NE pa DĂ, 
Vi p—l 


b) D= m (rav = — RT m (P,/P,) = — 17,26.10°J. 


27. a) Procesul fiind adiabatic: P, VY = P,Vž(y = 1,4 
deoarece serul este format. din N, şi O, — ambele gaze bia- 
tomice), de unde rezultă că V, = 6,1 1. Pentru a stabili noua 
temperatură se utilizează relația: P,V,/T, = Pa Va/ T3 —> 
—> T, = 366 K. 

b) Procesul este izoterm, adică 7, = T, = 300 K. Apli- 
cînd legea lui Boyle, se găsește V, = 51. | 

28. a) Asupra sistemului, format din dielectric şi sar- 
cina fixă, acţionează în direcţia axei w, care leagă dielectricul 


A 
ariei pi taie 8 : = dE 
de sarcina fixă, forţa pe unitate de volum: F= P. 


3 
da 


unde P este vectorul de polarizare iar E — intensitatea 
cimpului electric. Prin apropierea dielectricului cu distanţa 
da de sarcina fixă, se efectuează lucrul mecanice F da = 


= P-AB. Prin urmare, lucrul mecanice efectuat asupra sis- 
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iasul 


temului va fi dat de expresia 
åL =— È. aP. 


b) Se consideră că dielectricul umple interiorul unui 
condensator plan, aria armăturilor fiind notată cu s, iar dis- 
tanța dintre armături cu d. Cîmpul electric în interiorul con- 
densatorului are valoarea : E = 8/d, unde & este tensiunea 
electromotoare la bornele bateriei. Dacă pe armăturile con- 
densatorului se găseşte sarcina cu densitatea -+o, atunci 
inducția electrică D = co, iar sarcina totală q va fi: q = Ds. 
La trecerea; sarcinii dg de pe o armătură pe alta sistemul 
efectuează lucrul mecanic : dL = 6 dq = Ed-såD = VE. ab, 
unde V = sd este volumul dielectricului. În cazul unui di- 


electric de. volum unitat, aL = aD. 
Tinînd seama că Bf + P, vom avea: dL = p 


+ B.P. Primul termen al acestei expresii determină lucrul 
mecanic de excitare al cîmpului electric şi doar al doilea re- 
prezintă, propriu-zis, lucrul mecanic de polarizare al unității 


de volum, al unui dielectric izotrop. Deci 
A 


åL = B-42. 


29. Făcînd în exercițiul precedent substituţiile : E — H 
şi P > M (H — intensitatea cîmpului magnetic şi M — vec- 
torul magnetizării), se obțin următoarele două expresii pentru 
lucrul mecanice de magnetizare 


aL = — M-4H; àL = aM. 
30. a) Din datele problemei avem : i= Vo = 00m" 


P, =2atm; T, = 300K; Vp = 12m3. Pe adiabata 
AB:TVY = const adică Ti VY t=T, Vý 1, de unde rezultă 


Te = Ta(ValVp) t = 180 K. 
Pe izobara BO : Ba e e m, Xe STAR. 
€ To Vg 
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B Po Va~ BY , 
b) Lua = —$, PÂN a EA DANA, = 4; Lo = — PAV = 
= Pa Vr — Vo); L = Las + Lre = —3,25.10 J. 


> 
V 


31. a) Procesul 12 fiind izoterm, avem T = T, = 300K 
iar din ecuaţia P, V, = Pa Va rezultă Pe 20,75 atm. În 
procesul izocor 23, Y, = Va = 16 m?, în vreme ce în procesul 
31, care este adiabatic, avem 


PaVi = P, V > Pa 


—1 
= 7, Ly = 180 K. 
F; 


= 0,45 atm; TV3- = T Vy >T, = 


2 
b) D= -h PAY = — P, Via (V4 V) = — 12n 4x 
x 101-105 J.— —16,84 J, d 
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1 
B= 0; Ba se PAV = 
3 p—l 
= —12,12-105 J; 


(P:V3 — PV.) a 


L = L + Las + La = —28,96-105 J. 

32. 1) Utilizînd ecuația adiabatei, PVY = const, se 
determină presiunea finală P, = P (V/V; = 2 (1 [4j = 
= 0,287 atm şi de asemenea lucrul mecanic efectuat 


f — P, V; 
L = —f pav a tă fata ia 
i p asi 


{2:107 — 0,287. 4. 107°)1,01-10 oj; y, 
0,4 


| | f 
2) L, Se Liza } Lire e Lizo MEROE ( PAV =PVan(V, Vp) tă 


= — 2. 1,01 10.107? In 4 = —140 J, unde ne-am bazat pe 
ecuaţia „izotermei PV = const. 
f 
3) Lz Sez Lizoc F Lizo = Lizo = -=P dV =P, (V;,— V) 2 
= —116 J. i 


33. a) Lucrul mecanic efectuat de fir într-o întindere cva- 
sistatică : dL = F dl. Întrucât procesul este izoterm, dl = 


= SI ) AEAF și dea 
T sY 


oF 
l or "l 
L= A FAP = — F} = 
SY Jr; 2sY 
. . 2 
1- (10: 9,81) —0,25 3. 
2. 10-7.2.105.9,81.104 
b). Coeficientul Poisson, v = — (3r/r) (31/1)1, unde ôr şi 


dl sînt respectiv variaţia razei şi a lungimii firului. Lucrul 
mecanic împotriva presiunii atmosferice constante este dat 
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zF 

SE 
E 
f 
f 


de expresia 


Fa 
T= -{ PAV = P (V, — V,), unde PV, —V,& — 2 nrl r= 


Fi 
= 2r? v èl = 28 v 851. 


Utilizînd definiţia modulului lui Young, se obține 31 = 
= 1F|sY şi atunci 


__2PylP__ 2:1,01:105-0,3-10-9,81 
Y 2 -106 - 9,81- 10t 


K i 


=3 e: 1075. 


Se vede că I’ & L, ceea ce justifică neglijarea lui I’ de cele 
mai multe ori. 
34. aV = Es aT4 aa AP = aVăP —Vhy åP, 
T Jp 9P jr 
unde s-a ţinut seoma de definițiile coeficienţilor a și ky (vezi 
exerciţiul 12, a). 
a) În condiţii izoterme, AV = — VkrdP şi ca urmare 


Í Í 
r=-f PAV =taV |, PaP = m kr(P? — P?) = 408 J. 


b) În condiţii izobare, AV = «V AT şi deci 


L 


iR 


gi 
—Pav | aT = —PaV(T, — Dj —8,1 J. 
Ti 
Observaţie. Deoarece a și kp sînt mici s-a considerat în inte- 
grale V = const. îi 
7 
35. a) Ea =—\ PAV = —64 


Fi 


— = —48 J. 
y2 


(Z 


1 


F 4 4 
j — "Pav = —saj ay +f VaV = — 723. 
1 1 


F 


b) Gazul fiind ideal, avem: PV = nRT. În procesul a), 
P = 64/V2, de unde rezultă V ='8P712, Înlocuind în ecuaţia 
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& — c. 325 


de stare, se obţine : T = 5 Pi? În mod analog, în procesul 
n 
P(84— P) 
b), rezultă : T = =. 
) 24n R 


36. a) d9, = OyAT + PAV. Din PY = RT şi P = 
= 64/V? eliminînd pe P, se obține: PAY = 64dV/V?; 


pt 


N/m? 


50 


ym? 
T = 64/RV > AT = — 64 AV/RV?. Ca urmare 
ay ON Cta 
T A e ), = 64 | 1 — | 
aQ, = 6 i z] >e ( ie 


R 
Întrucît 0, >R, (pentru gazele monoatomice 0,= 3R/2, 
iar pentru- cele poliatomice Cp este un multiplu al lui X), 


Qa <0, deci.gazul va transfera energie: prin contact termic. 
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b) Procedind la fel ea în a), se stabileşte că 


1 


0) et 207 ct 
= 84| 142Z ap —2a( 1 + 30) VaV = 
% ( +2), R | 
| o 
= 72 — 108 Z < 0. 
l R 


37. c) În expresia principiului Z: d) = dU — åL, 
ĀL este lucrul mecanic extern. În cazul de față, gazul extin- 
zîndu-se în vid nu întîmpină rezistență și deci lucrul mecanice 
e nul. Forța ce se opune expansiunii, exercitată de gazul 
ce se găseşte deja în B este o forță internă a sistemului şi ca 
atare nu contribuie la lucrul mecanic extern. 


oU oU 
38. a) 40 =d U + Pa V = | —} ar asia PlăV. 
Lt ie zi, ral k 


Dacă 4Q ar fi diferențială totală exactă ar trebui ca: 

ar A a E 

: (r) g (r + P) > (73) = 0, ceea ce contra- 
Y 


9V VO? oT 
zice, în general, datele experimentale. Într-adevăr, în. 
cazul gazului ideal, de exemplu, pentru care PV = nRT, 


ôP nk 
avem | —] =— #0. 
F P i V 
b) Presupunînd starea sistemului descrisă de două va- 
riabile independente, se poate serie: dL=—PAV + 


+ yda, cu y = 0 şi y = P sau T. Condiţia de diferenţială 
totală exactă a formei L este: — e = pa =0. 
da jy OV Ja 
De aici se vede că pentru æ = P se obține — 1 = 0, iar 
oP 
pentru g = T se obţine: F] = 0, relația care nici ea, 
y 

în general, nu se îndeplinește. Deci &L nu este, în general, 
o diferențială exactă. 

39. a) Intrucîit dO = 0, 4L = 0, avem din principiul 
I:dU = åQ + åāLE = 0, adică U = const > T = const. 


Fa 
b) AU =Q +; L= e PaV=—PAV ; Q=0,AT, 
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PAV 
y—l 


unde AT - AV. Atunci: AU =Q + L = în care 


Nn. 
Y = Cp/Oy ;0p — Oy = nR. 
40. AU = Q — PAV = 3,75 - 10! J/mol. 
41. Pe baza principiului I: dQ = &U—4dZL = 0. În- 
trucit gazul este ideal, avem dU = 0,47 şi ca urmare: 
T= l dU = 0,(T,— T,). Din ecuația de stare, PV = RT, 


se obţine T = PV/R = PV/(0p — 0p).Atunei : 
0, 


T 
= (P.V — P, V) = PV — PV); 
TAR arame 1) mp 2F2 1a); 


L 


(Y = Cr/Cr). 


Ținînd seama de ecuaţia adiabatei, PVY = const, rezultatul 
mai poate fi pus sub forma : 


L a a 
/ y= Lt, 


42. Procesul 12 fiind adiabatic avem: AU — Lu, = 0, 
adică U, — U, = Ina. În procesul izocor 23 gazului i se trans- 
feră energie sub formă de căldură şi anume : Qa; = AU = 
= Us — Uz. Deoarece prin condiţie Qs, = —L,s de aici se 
obține că U, = Uz, adică T, = T, căci energia internă a 
unui gaz ideal depinde doar de temperatură. 

43. a) Într-un proces adiabatic avem respectiv în varia- 
bilele y, 1 şi P, T următoarele expresii pentru căldura ele- 
mentară ; . ; 


dQ = dU + PAV = 0,47 + PAV =0 > 
+ PaF ea 

åQ = dH — V dP = 0a T — V AP = 0 > 
> VaP = 0a T, 
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unde H = U + PV este entalpia. Împărțind a doua relație 
la prima se obține dP/P = — yd V/V, unde y = Cp/0y = 
= const. Prin integrare, se ajunge la următoarea ecuație æ 
adiabatei gazului ideal 


(1) PVY = const, 


care, pe baza ecuaţiei de stare, mai poate fi scrisă şi sub ur- 
mătoarele forme echivalente 


(2) TV = const sau PUP = const. 


b) dQ = dU 3 PAY = 0,47 + (4) 4 r] av. 
o T 


De aici se vede că anularea simultană a lui dQ și dT necesită, 


presupunind Cp Æ 0, îndeplinirea condiţiei : r) +P =0. 
T 


44. Din ecuaţia izotermei gazului ideal, PV = const, 
şi cea a adiabatei, PVY = const, calculăm 


H P (or ) P 
= — — 3 = — y E =% 
ôy ), LA ôV js © V 


(22) (22) li 
> |—] = x] ssu = =y, 
9V Js ƏV Jr Es 


unde s-a ținut seama de definițiile coeficienţilor de compresi- 

1 (0V ; 7 r 3 

bilitate : kr = — — (Sr) ŞI kg = — A E r . Îmtrucit 
g Y \P jr V P js 

y >1, relația obținută arată că în orice punct al diagramei 


PV, panta adiabatei (27) este mai mare decit; cea a izo- 


8g 
: 3P ) 
termei | — |] - 

ôV Jr À 
45. Viteza de propagare a undelor sonore este dată de 

1/2 
formula v = (5) , în care p este densitatea gazului. 

pjs 
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Ea se mai poate serie 


=), Gh E zbor) 


unde s-a ţinut seama de relaţia lui Reech dedusă în exer- 
ciţiul precedent precum și de faptul că p = m/V. Pentru 
gazul Van der Waals, vom avea 


v= |/= aii | LER EET 
mi(V—b} V5) V—bl'M 


re A 
V= 
unde M = mjn este masa molară a gazului, iar Via este viteza, 
de propagare a sunetului într-un gaz ideal. 
46. a) Utilizind (1) şi ecuaţia de stare PV = nRT, se 


găseşte că pentru un gaz ideal z =0. Atunci, deoarece 
T 
9 
dU= A 47+ a aV = 0,47, presupunind C, = 
ôT jy ôV Jr 


= const, rezultă urmätoarea formulă pentru energia internă: 
U n C,T + Ui: 
b) Pe baza proprietății de înmulțire a iacobienilor, avem 


(Z), AU, T) _ ôU, T) aV, T) _ (29) (25). 


2P jr (P, T) (V, T) aP, T) lay jr OP 


De aici se vede că dacă A =0, atunci şi (3 = 0, cu 
OV A OP r 
condiția ca Pa #0 
ðP jr 
c) Cu ajutorul relației (1) şi a ecuației Van der Waals, 
oU a ! 
se găsește : | —] = 7(——]| — P = —. Ca urmare, dU = 
y [op ), (27), v ic 
= OdT + aV- AV > U = 0, +0, m 
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47. Destinderea gazului în vid fiind adiabatică, avem 

ãQ = 0, L = 0, ceea ce conduce, conform principiului I; 
la AU = 0, adică U = const. Din (1) rezultă atunci: T, = 
în ( A a . Întrucât V}, >V, temperatura scade. 
Va V, i 

48. Gazul fiind ideal şi destinderea izotermă avem PV = 


= const şi AU =0. În aceste condiţii: L =— | PAV = 
i 1 


= — AARE = — PV, ln r . Ca urmare: Q = AỌ — 
ı V i 

_1=—L şi AH=A(U+ PV)=AU +A (PV)=0. 

înlocuind datele problemei, se găseşte: L= —Q = — 

— 15- 1,01 - 105: 1073: In 10 = — 3,48 - 108 J: 


49. a) Utilizînd principiul I al termodinamicii se poate 
Da y- = 4(U +PV) =dU + PAV +VaP = åQ +VdP, 


d ôH : 
de unde rezultă: Cp = | A -{ ) : 
P P 


aT 97 j | 

9 öU g | s n | 

= [20] ar+ (2) ap, av=( lar | 

b) dU R HL ; Fa | 

ƏV . | 

—— | dP. Atunci | 
[a], 


ôU ôv 
= àU + Pay = L P|! d7+ 
AQ = dU + Pa) (E ), ( )] 


MCR 
OP jr ôP Jr 


| e. åQ dU) (1) POR 
i + = -| = + P[—]. Tinind 
de unde rezultă: Cp Es (a )- 37|, 
seama de aceasta, expresia pentru dQ conduce în cazul 
unui proces adiabatic la relaţia din enunţ. | 
50. a) Pe baza principiului I, se poate scrie 


40) (AU + Pav (27) He (3E) 
o= (3) aT ) = 37 jp ƏT Jp 
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Utilizînd proprietăţile iacobienil s 3 
cițiul 1 se goga entor, precum Și b) din -exer- 


(2) _ AV, P) _ô(U, P) a, V) 
P 


ôT je aT, P) AT, YY T, P) 


~(or),+ (r), Gr), 


relație, care înlocuită în expresia lui O», dă (1). 


b) Deoarece în cazul gazului ideal : U= U(7) — E U ) p 
ci 


l oy 
= 0, iar din PV = nRT, avem (a?) Ei atunci (1) se 
ôT] P?’ 
reduce la 0, — Oy = nR. 


inn a Se Adică analog cu exerciţiul 50 a), utilizînd în 
energiei interne entalpia, H = U ar 
sirenă E: sa-l îi pia, + PV, pentru care 


52. 60 =dU + PAV sau åQ = dH — Yar. 


i a 
y = (al = rA s O = (oi — y ôP 3 
d7/y ôTjy 97 /p IT jy 


dQ {00 o ¥ ôH ? 
k= i +P ekale 
Hl pil t ba] i (42). 5 


53. Utilizîind formulele din exercițiul precedent, precum 
şi relația (1) din exercițiul 50 a), găsim 


li (a = 00419 Gte [2 CR (sv) FA Se 
y T P 


avji lð T 
əv 
celei Pi |. 
p H 


i 7 
Pentru calculul lui pi se apelează la relaţia b) din 
exerciţiul 1, S 
54. Transformarea fiind ciclică, AU = 0, adică Q = 
= — L. Atunci . 
2 4 
E taie =j Pay = Pay =(P PV — Pa. 
1 


3 


Vi n Va YVA V 
55. L=-—Q9= aj Pav- f Pay = — RT] + 
7: n i 
Ya 7 
+ RTS E E E E E T 
Yı y V, 
56. Întrucît pentru ciclu AU = 0, din expresia princi- 
piului I vom avea Q = —L, adică 


Fi 


(1) Qiz + (023 + Qai FE — Ina a Los — Loz. 


Dar Qi = 0, Înp = 0 şi deci pe acest parcurs AU = 0 ceea 
ce înseamnă că T = const, sau. T, = T, deoarece gazul 
este ideal. În procesul 23 temperatura variază de la T, la 
Ta 
T, gazul răcindu-se. Atunci : @»=] 0pă D= 0(T;,—T,)<0, 
Ta 
La 
iar La = — f PAV = Pa( V, — V,). Pe parcursul 31, avem 
Va 
Ti 
în mod analog: Qy =| OrdT = 0p (Ti — T,), în vreme 
ce Ly = 0 întrucît V = const. 
TȚinînd seama de toate aceste expresii, (1) se scrie sub 


forma 
(2) (02 — Cr) (T; — 7.) + PLV — V) =0. 
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În virtutea ecuaţiei de stare şi a faptului că F, = T, sînt 
valabile relaţiile: PV, = RT, PV, = RT, şi ca urmare 
din (2) se obţine Cp — Cy = R 

57. Utilizind principiul I, se găseşte lucrînd în variabile 
P, Y 


dU = 49 — Pav = (is), a2+ a i Par- 
A 


i dQ åQ ! 
unde : Cp = | ) > Cy =|- | . De aici, pe baza ecuației 
P aT A 
de stare a gazului ideal, PV = nRT, se obține 


„VP P 
dU =0,--0P+4 lo E — 
i zi +] e P) av. 


ci n 


KANI că, r U este o diferențială totală exactă, adică 

p ? 

--— (o = jp (o — P) » Și ţinînd seama de faptul 

că Cp — Cy = nR, se ajunge imediat la relația din enunț. 
58. Întrucit în acest caz åQ = 0, dL=0, din prin- 

cipiul I rezultă atunci şi dU = 0. Pe baza expresiei lui dU 

din enunţ, se obţine 


a 1 1 G 
8 0, = —— j= i) = —1,1 °C. 
j AP =] e pd ed 


Deoarece procesele reale nu sînt niciodată strict adiabatice, 
variaţia reală a temperaturii într-o expansiune liberă va fi 
mult mai mică decît cea calculată. 

59. a) Procesul fiind adiabatic, avem : P, VY = P,V?. Con- 
siderînd un mol de gaz, se elimină V, şi V, cu ajutorul ecuaţiilor 
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de stare PV, = RT, PV, = RT, de unde se obţine 
1—% 


Y 
TIPIY = TPY > T, =T, (3) ; 
Pa 


b) Se serie ecuația de stare pentru întreaga cantitate 
de gaz din vasul cu volumul V, înainte şi după destindere : 
PV = mRT, PV = nRT. De aici, utilizînd. relația dedusă, 
în a), se determină, 


Se ERE: 1 
na = MPa Pi Ta = MPP". 
60. a) Conform principiului I, într-un proces adiabatic 
Q=U:— U —IL=0, 
unde: U, = hp UVs=nouat(hu — nau, iar L=(ng— n) P 
este lucrul mecanic efectuat contra presiunii externe. 
Înlocuind toate aceste expresii în ecuația de mai sus se ajunge 
la a). ` 
b) Întrucât gazul este ideal, avem 
P = RT = (ep — o)l; y = erT; 
P, Ure 
U= CyT = cT, | A w= oT, 
P, 
unde în expresia lui u, s-a utilizat a) din exercițiul precedent. 


Atunci, cu ajutorul rezultatului b) al exerciţiului precedent, 
se obține 


ü=) 1/ 
ean G- 
2 1 


-| l= (=)] [cy T + (ep—cp)7'], 


care rearanjată conduce la relația cerută. 
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6]. Destinderea adiabată a aerului în recipient nefiind 
cvasistatică nu se pot atribui valori definite parametrilor 
termodinamici în timpul procesului. Totuşi, pentru stările 
de echilibru iniţială, i, şi finală, f, se poate scrie : Q=U,— 
— U, — L = 0, unde lucrul mecanic efectuat de cei n moli 
de aer ce pleacă din atmosferă și pătrund în recipient este 


0 
L= — | PAV =P,V,. Gazul fiind ideal, energia, lui internă 
v 
va fi dată de expresia U = ney T, astfel încât avem : NCT, — 
— To) — Po Vo = 0. Tinînd seama că : cp — cy =0 Şi PoVo= 
= nR To, se obţine : T, = (cp/ey)To = y To. 

62. a) Utilizind succesiv (1) și (2), se obţine 


ðu 9P 
[i ) mol ) = 
oT Y oT V 


„v—b-+a(n FYT 


= nR(v — b) 
(w — b + aT”) 


b) ep,se poate calcula în două moduri 
A 


Oh ôu ôv 
Cp = sk > Sau es = Cp +IP aI = ` 
: (t), j i +H 3 FARI 


(vezi exercițiile 52 şi 50, a). 


P 
+ Po = (n + 1) Po — nPb + c, se elimină v din ultima 
relaţie cu ajutorul lui (2) şi se înlocuiește h în ep. Procedînd 
astfel, se găseşte : cp = (n +1)(R+ naP T), 
63. a) Pe baza principiului I şi a notațiilor din exer- 
cițiul 24, avem 


åQ = dU + PAV = Cd T + dV = mAV + mpdP, 
de unde se determină : 0, = ya = [4] pa 2 Mp= 
oTjy 9P]/p \ƏTjy 


oU g i 
=( i - Introducînd aceste expresii în formula coefici- 
Lă 


A | puii ðh 
Alegînd prima alternativă : cp = ( i ) » unde h =u + 
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entului T din exerciţiul 24, a), se ajunge imediat la for- 
mula din enunţ. d 
b) Prin integrarea relaţiei deduse la punctul a), se obţine 


"F 
=—— (P V)) 
U ro FA AF) 


unde f(V) este o funcție arbitrară de volum. Ecuația de stare 
a corpului solid se alege deseori sub această formă, adică, 


PV = T(P)U(V, T)— fV). 


64. Conform principiului I și á datelor din exercițiul 24, 
se poate scrie 


åQ = dU + zav =| (347) i r] aV + 
ðY e 


GADI z 
— | dP = mpdV + mdP. 
slark v p 


dU 


) +P, mp= rA „Pentru 
92V /p 9P]r 


De aici, rezultă: mp = | 


a deduce ultima relaţie a enunţului se ţine seamă că 


3 T7 


dU este o diferențială totală exactă, adică avem : T E 
3U 


“opay 
de mai sus. 


ôU 3U 90, 
5 1y = ral YN at= aP + 
65. a) dU (pa slah mi 


, și se înlocuiesc în ea derivatele energiei interne 


d ( aT. 
T P . . v po] . 
De aici, în cazul P = const, se obține relația căutată şi 


anume 
a = (20 (2%) +) 
ae sl: aTje ! VOT e 


b) Conform principiului I 


40 = aU + Pav > 0, = (3) ; O= (29) = 
ôTjy P 


_ [2U PF) 
= E e al. 


Atunci, utilizînd a), se găseşte 
P (53 i 
ôTjp 


oU 9V ðU 
Gas Eh EE aci 
i (27) (oz + (za), + 
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66. Ecuațiile termochimice sînt ecuațiile unei reacții 
chimice în care în locul simbolurilor substanțelor ce intră 
în reacție se scriu energiile interne ale acestor substanțe și 
efectele termice ale reacției. Deoarece energiile interne ale 
unei substanțe în diferite stări de agregare sînt diferite, pentru 
a le putea distinge, se notează cu paranteze drepte energiile 
interne ale solidelor, cu paranteze rotunde cele ale lichidelor 
şi cu acolade cele ale gazelor. 

În cazul nostru, scriind ecuaţiile termochimice de for- 
mare şi vaporizare a apei 


(E) + 2-10) — (E0) = Qu 


(H20) á (H20) = 92, 


prin s cădere, rezultă, ecuaţia de formare a vaporilor de apă 
din elementele constituente 


{H} +> (02) = {H0} a Qı Dg Q2 z 


=Q = 24,63 - 10? J kmol 1, 


Deoarece Q > 0, reacţia se produce cu degajare de căldură. 
67. a) Conform principiului I al termodinamicii, avem 


åQ = dU + PAV > dQ, = dU, 


åQ = dH — VdP — dQ, = dH, unde H = U + PV 


este entalpia. 

În ambele cazuri dQ este o diferențială totală exactă, astfel 
încît efectul termic al reacției nu depinde de drum, Q fiind 
o funcție de stare. . 

b) Deoarece avem: ã&Q = dU + PdV, de aici rezultă 
åQy = dU, iar dQp =A(U + PV) = dH. Atunci: d9p— 
— dp = d (PV), ceea ce pentru un gaz ideal conduce la 
Qr — Qr = (na — n)RT, unde n şi na sînt numerele de moli 
ale substanţelor care reacţionează, înainte şi respectiv după 
reacţie. De exemplu, în cazul reacției de formare a apei: 


H, + = O; 2 H0, avem n, = 3/2, ng = 1 şi deci Q; — Qy = 


= — RTP. 

68. Fie Q și Q + dQ energiile transferate sub formă de 
căldură în reacțiile ce au loc respectiv la temperaturile T şi 
T + dT, în condiţiile în care presiunea P sau volumul V 
se menţin constante şi fie, de asemenea, O; şi 0, capacităţile 
calorice în stările : iniţială (înainte de reacţie, cînd temperu- 
tura este T) şi finală (după reacţie, cînd temperatura este 
T + dT). Tranziţia i — f se poate efectua în două moduri : 

1) Sistemul se încălzeşte la V = const, sau P = const, 
de la T la T + dT, transterîndu-i-se sub formă de căldură 
energia Q + dQ. Bilanţul cantităţii de căldură este atunci 
următorul: —0,d47 + Q + dQ. 

2) Se efectuează întîi reacţia la temperatura 7, căldura 
emisă fiind Q. Apoi, sistemul se încălzește de la Tla T+- dT, 
menţinînd V sau P constant. Energia transferată sistemului 
sub formă de căldură este în acest caz — 0,47, iar cea glo- 
bală — 047 + Q. Conform regulei lui Hess, stabilite în 
exerciţiul 67 a, vom avea: — OdT + Q + åQ = — CAT + 
+ Q > ãQ/AT = 0, — 0, 

69. În aceste condiţii, principiul I se serie sub forma : 
åQ = du — HAM, unde åL = HdM reprezintă lucrul me- 
canic de magnetizare. Considerind u şi M funcții de T şi 
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H, vom avea 


%0-[ (uz), = (T) + (oz), (32) Jane 


Ca urmare, 


T (6-a), 
dT H oT H OT H 


70.  Comparind două formulări ale principiului I 
åQ =dU + PAV cu &Q =dU — HAM, 


se vede că se poate face corespondenţa : P > —H şi V > M. 


am (OM) .(3M\ , GAA 
Ca urmare, mărimile a şi a | sînt analoage cu ) 
OH jr NOU js 7 


şi respectiv ( Sp], Relaţia cerută în enunţ se obţine trans- 


S 
punind formula lui Reech din exercițiul 44 în variabile 
H şi M. 
71. Neglijind în principiul I lucrul mecanic de variație 
a volumului şi exprimînd în două moduri lucrul mecanic 
magnetic, avem 


Q = cu — HAM; aQ = cpåT + MAH, 


unde am ţinut seamă. că pentru un material paramagnetic 


: ðu „(du Tg ðu dQ 
ideal : JH şi A se anulează, iar : ) = ) == 
Mjr \3H)r. ôTju  NVAT/u 


. (0u dQ i $ K ke 
= Cu $i | —] = = 0g sint căldurile specifice la mags- 
ph (ai pei ii T 
netizare şi respectiv cîmp magnetic constant. 

În condiții adiabatice, (dQ = 0), împărțind relaţia a 
doua la prima, obţinem 


dM dH 
z EO ete HM” = const, (y = Cu[Cu). 
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72. a) În virtutea principiului I 


i ay 
aQ = åU + PAV = 0,aT +(0p— 0r)T i 


unde în ultima egalitate s-a utilizat faptul că pentru un gaz 
ideal sînt valabile formulele : PV = n RT, dU = 0O,dT şi 
Cp — Op = nR. Pe de altă parte, într-un proces în care æ = 
= const, avem Q = 0,d7. Identiticînd cele două expresii 
pentru Q, se găseşte 
ai 
E = (op = 0“. 


Din ecuaţia de stare a gazului ideal rezultă atunci imediat că 
aT de ay, 
T P Y 


astfel că se obţine 


dP ay 
(0, — Or) P7 (0p = CA 


De aici, prin integrare, se determină că un proces politrop 
este caracterizat prin ecuația 


A 


PV” = const, n = U p, 


b) Din formula indicelui politropei dedusă în a), se 
găseşte 


EE Orp — 0, s= Cp — nOr 


Cy — 0; n= 


= plea y= l 
n — 1 


De aici se vede că: 0, < 0 în intervalul 1 < n < y; 0, = 0 
într-un proces adiabatic, cînd n = y, iar pentru —00< n < 1 
şi y <n < oœ, 0, >0. 
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90.925 
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1. Presupuniînd că cele două adiabate se intersectează 
într-un punct C, va exista totdeauna o izotermă care le 
taie în punctele A și B, deoarece panta izotermei este infe- 
rioară “pantei adiabatei. Procesul: A — B —> 0 -> A con- 
stituie un ciclu reversibil în care sistemului i se transferă 
cantitatea de căldură Q de la un termostat pe parcursul izo- 
termei AB și, de asemenea, sistemul efectuează lucrul me- 
canic L, dat de aria ciclului. Conform principiului I, avem 
L > 0, deci are loc transformarea integrală în lucrul 
mecanic a căldurii transferate de la un singur izvor. Cum 
lucrul acesta nu este posibil, rezultă că adiabatele nu sa pot 
intersecta. 


2. Conform principiului I, avem pentru cele două gaze 


în care/P' = P” = P, gazele din dreapta şi stînga pisto- 
nului fiind în echilibru mecanic. Din ecuaţia de stare, rezultă 


Atunci, căldura totală va fi dată de expresia 


ceea ce reprezintă o formă Pfaff de trei variabile, de tipul 


AQ = 0AT + Pay'; 


40” = a” 4 pe ap, 


y aE >d V= Dr RT E, sau 
P P P? 
PAV = RaT — RT IE, 


aQ = 99 + 09” = (0; + RAT + 
+ (0% + RAT” — = (T' + 7) 42, 


åF = Xde + Ydy + Zdz. 


În virtutea celor arătate în anexa II, condiția de existenţă a 
factorului integrant poate fi pusă sub forma ; 


- {0Y 202 ðZ X` dă ðY) 
(te ret) eat -t)- 
da ðy da . a dy æ) 


Punind : 2 = T',y = T”, = P, X = 0, + R, Y = 0} + 
l R 
+ R, Z == (T 4T) r „se stabileşte imediat că (1) nu 


are loc şi că deci, în condiţiile problemei, dQ nu posedă factor 
integrant. Exemplul acesta arată că într-un sistem în care 
temperatura nu este omogenă, forma Q nu posedă factor 
integrant. De aici decurge că principiul II implică drept con- 
diție necesară, ca sistemul studiat să fie omogen din punct 
de vedere termic. 

3. a) Pe porțiunile izoterme ale ciclului, dU = 9, 
astfel încît principiul I se reduce la 49 = PAY. Ca urmare 


4 B y ; / 
Q =) PAV=nRT, m? şi Q= nRT, m, 
4 Va Vo 
unde, pentru calcularea integralelor, s-a utilizat ecuația 
PV = nRT. 
Pe porțiunile adiabatice, avem 
i Vè V, 
Pya == 5) A ala ; m yra 2a T, Vý -> 2, 
Va Vo 
Pe baza acestei formule se obține (|Q,| 10) = T/T, şi deci 
randamentul ciclului, în funcționarea sa ca motor, va fi 


R=1— ll] f, 
Qı T, 


Pentru ciclul invers, care realizează o maşină frigorificä; 
randamentul este dat de formula 


E Q2 zi Ta 


a= 10] Di 
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b} Potrivit datelor problemei, —L= Q, — |Q] = 30J 
şi (1Q921/Q.) = Ta/ Tı = 3/4. De aicirezultă:; Q, = 120 J, 
Q, = 90 J, iar randamentul, este 


pa IP Q lel = 0,25. 
Qı Qı 


4. Utilizînd ecuațiile izotermelor BO și AD, se poate 
serie 


(1) 


În ceea ce priveşte adiabatele A B şi OD, aici avem 


(2) PV% = PsVă; PoV% = PoVA. 
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Cu ajutorul relaţiilor (1) şi (2), se calculează 


p, \ U= = P \ U- 
E FE (2) = 3291, Pet H = 481 


înlocuind în (1) valorile găsite ale lui V, şi Vp, se obţine: 
P, = 2,5 atm, Pp = 0,5 atm. 

5. După cum se vede din figura din exereţiul 4 Q, este 
energia transferată sistemului sub formă de căldură în pro- 
cesul izoterm BO, iar Q, este energia pe care sistemul o trans- 
feră sub formă de căldură pe parcursul izoterm DA. Deoarece 
temperatura și deci şi energia internă a gazului rămîn con- 
stante, vom avea 


? Vo y Vo 
Q, = PAV = nRT, n (Y€) = P,V,In = 
B Vs Va 
= 15 1,01 e 105° 0,8 + 1078. 2,3-0,70 J = 1950 J. 
Calculăm acum randamentul maşinii 
i e i etil m d ea Za — pa => Q = 11709. 
Q Qi T, 


6. Fie Fmax Şi Tmn temperaturile maximă gi minimă 


atinse de sistem pe parcursul unui cielu, Q, = | dQ—tiind 


te) 
energia transferată sistemului sub formă de căldură (indicele 
(p) arată că integrarea se tace pe porțiunile ciclului unde 
dQ > 0), iar Q = =i dQ, energia transferată de către 


Q 
sistem sub formă de căldură sursei reci (fapt indicat prin 
indicele (c)). Conform inegalității lui Clausius (vezi exer- 


cițiul 11) 
åQ åQ åg 
Mal Lah au. 
$ T A T k T$ 
Dar 


äg | 49 
$ LEEN 3 e ( 49 a del. 
tz) F T, max T max (e) T Fun T, min 
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Atunci, se obţine 


Dintre acestea, Qaz şi Qze sînt mai mari decît 0, în timp ce 
Qco Și Qpa Sînt mai mici decît 0. Atunci 


Tras Tiota Qi ý Y a i Qi R aan Qar TE Qro— Qen! B 04| _ 
Qas + Qro 
T min p 
ue ` nR (T, — Ts) In (Va) 


7. a) Utilizind ecuația de stare a gazului ideal şi apli- 
“cînd, principiul I celor 4 procese din care se compune ci- 
clul, se obține 


` OT, — 73) + nRT, n (VAV) 


tai T P ei fe 
Ta + OT, — Tank ln (V/V) Ta 


= Rcamot * 


IV 

Qas = OlT, — T), Sep se ORA la (Tah b) Procesul BO este o dilatare izotermă a gazului ideal 
şi va fi reprezentat în diagrama PV printr-o hiperbolă 
ce satisface ecuaţiei PV = nRT = const. Procesul CD este 
o răcire izocoră, entropia trebuie deci să descrească, ceea ce 
conduce la curba respectivă din diagrama TS. Ecuația, 
acestei curbe este : d9 = 074 T/T, adică S. = Oln T + const, 
8. a) Pe baza principiului I al termodinamicii, avem 
pentru ciclu 


— L =Q, — |Q] = O(T, — To) — OTa — Tp). 
Atunci 


Qop = Or T — Ti) Qna = nRT, 1n (V/V). 


* 


OI UA LA EI LALA, 
Y (VAV) — (Y3/ Vi) 


unde, pentru scrierea ultimei egalități au fost utilizate rela- 
țiile 


12 = Vof Va, Ta VI = VIA, T, VY- = DV, 
b) Expresia lucrului mecanic dedusă în punctul a) con- 


ține două variabile: T, şi 74. Urmărind eliminarea uneia 
dintre ele se ține seama că transformarea fiind ciclică, 


AS = AS, $ ASau = O. 
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Dar, deoarece 


e į ui dT 
As. =$ Xf Or SE- = Or In (La To), 


“40 en dT 
Aba =\ — =A 0, — =0r m (TIT 
di í, T f, Y 7 y ( /1e), 


se obține : Cp In (7,/7,) = —0p In (7/7), de unde rezultă ; 
(T.T = 17| Te. Înlocuind, de exemplu, pe Ta, dat de ultima 
relație în expresia lucrului mecanic, se găseşte 


=L = Op (Ta RS, T,) i CrTa KESTY RAs 1] 


Anulind derivata acestei relaţii în raport cu Te, se obţine 
acea valoare a lui T, care corespunde unui lucru mecanic 
maxim, Şi anume, 


Ts = Ti = (Te Zair . 


d 
3. Contorm principiului I, 


One = 0r(Te — Tr) >0, 


Qpa eS Op( Ta citi Tp) < 0. 
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>- Randamentul ciclului va avea atunci expresia 


să cat oale o ie aa 
(sc Po — Pa 


Luînd în consideraţie ecuaţia adiabatei în coordonate IP, 


şi anume : TPE-Y/Y = const, se poate serie pentru parcursu- 
rile AB şi OD 


1- — 1— . —" Es 
D„P$-W = DAP; Topg-On = mp pă-n, 


De aici rezultă imediat următoarele relaţii 


Fa P Ts P, P 
Ca urmare, 
Rego A i aE — a 
To — Tr [(7e/75) — 1]Za 


mi i (= d sf 
P, 


Te _ Tr, u (g ie 
2 


10. Conform principiului I, 
Qas = Or(7, = T3) >0, 


A 
Qoi = | PAV= nRT, n Vi <0. 
[2 LA 


Atunci, randamentul este 


R=1 — Real} _ RT, m (V/V) _ 


Que OT, — T3) 
E E N In Gii =j Ta in [a sita PR 
T~ Ba vı T,- T, Va 
= 1 — B e (3 A 
T,— T: T; 
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nR Op—0p 
Ce Ca 


unde s-a ținut seama că pentru un gaz ideal : 


A 
i 
i 

q 
l 
| 
| 
z 
l 
i 
| 
i 

l 


sil . De asemenea, s-a utilizat . ecuaţia izobarei 

Y 
AB: T/T, = Vı/V şi adiabatei BO, T, VY- = 7N P a 
pentrua obține relația: V/V; = (7,/ Pay, ceea ce a 
condus la expresia finală a randamentului. 

11. a) Fie încă o sursă cu temperatura T, şi n maşini 
auxiliare reversibile, C, care primesc prin transfer cantităţile 
de căldură —Q, de la sursele 7, și qg; de la Tọ Ansamblul 
maşinilor O -+ c; realizează transfer de energie sub formă da 
căldură doar cu sursa To. Întrucât în virtutea, principiului 
al II-lea un ciclu monoterm nu poate funcţiona, atunci în 
mod necesar avem pentru sistemul O + c 


di dak eee Pa so. 


Maşinile c, fiind reversibile, sînt valabile formulele 


(i = 1,2, .. -> 2), 


care, substituite în relaţia precedentă, conduc la inegalitatea 
cerută, 
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Dacă sistemul schimbă căldură cu o infinitate de surse, 
guma se transformă într-o integrală, astfel încît inegalitatea 


(1) 


unde semnul egal se realizează doar pentru ciclurile rever- 
sibile. 

b) Într-un proces izoterm reversibil egalitatea lui Clau- 
sius, (1), conduce la 


pia fag= 2 =o >g 0. 


rT T T 


Deoarece într-o transformare ciclică Q = —Z, rezultă că în 
acest caz avem și L = 0. 

12. În cazul radiaţiei U =uV =—oV7i, P=u3= 
= o T*/3 şi deci adiabata va avea ecuaţia, 


åQ =dU + Pay == AV 4 4oTVAT = 0, > 
—> VT? = const, sau PV43 = const. 
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Fie ciclul Carnot 1234 din figură, în care parcursurile 12 şi 34 
sînt izoterme, fiind caracterizate respectiv prin temperaturile 


pi 


<4 


T, şi Ta iar 23 şi 41 sînt adiabate. Atunci 


2 G i 
g Ta =- h PAV = — 2 TUV, — Pi), 
1 


4 4 4 
Q=- oTi f av= F oTi — V) >0, 
3 m c 
Qn =0, In = —$ PAV = — 2 qiyi x 
2 


3 
xf VAV = TAVV — Vin) = 


2 
= oTAVIP V” — V3), 


unde s-a utilizat ecuația adiabatei P V48 = P, V4 = = o TiVi. 


Cu ajutorul egalității V Ti =V, T3, se găseşte Ta = T(V ,/V3}8, 
astfel încît 


La = oTiV; — cTtV,. 
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În mod analog, se calculează 


4 
Îi = — T(V — Vo), a = oTi Va —Va) < 0, 


Ea 
3 
La = oTiV, — oTiVy Qu = 0. 

Pentru întreg ciclul, Q = —L, adică: Qi + Qu = —(L t 
+ Las + Loa + Da). 


Scriind ecuațiile adiabatelor: VT? = VT, V T3 = 
= V, T}, rezultă imediat relația V/V; = Vı/V De aceea, 


Qu 4 oT% V, —V,) = iA TiVi — V) = 
7, 3 3 


2 Qia „Que uo 
Tı T T 


? 


ceea ce constituie egalitatea lui Clausius. 

13. Reducînd la absurd, presupunem existența unui dis- 
pozitiv care transferă în decursul unei transformări ciclice 
energie sub formă de căldură Q de la sursa rece T, la cea 
caldă 7,, fără alte schimbări în mediul înconjurător. Pentru 
ciclul parcurs, avem 


deoarece, prin ipoteză, T, > T}. 

Dar aceasta contrazice inegalitatea lui Clausius, stabilită, 
în exerciţiul 11, a) şi prin urmare căldura nu poate trece de 
la sine de la un corp rece la unul mai cald. 


14, Deoarece (s = 0, vom avea dU = g(0)d8, cu 
@ 
g o funeție arbitrară de 0. Conform principiului I, 


åQ = dU + PAY = g(0) d0 + Pav. 
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Împărţind această relaţie cu f(9) se verifică, nemijlocit că 
expresia obţinută este o diferenţială totală exactă 


fin aQ _g(0)ăd av. 
KO KO) y 


Aici J(0) joacă rolul factorului integrant al formei dQ, cagi T. 

Pe de altă parte, din considerarea ciclului Carnot rezultă 
că raportul dintre Q,, energia transferată sub formă de căl- 
dură de la sursa caldă 0, ṣi Q,, energia transferată sub formă 
de căldură sursei reci 0,, este 


Q Qa 02 flo), 
KOD AO Q AO) 


ceea ce arată că f(0) = const 7. ; 
15. Relaţia cerută se obține exprimînd că dS, dat de 
formula i 


agn IU PWV _1 (22) arų A (22) + lav, 
T 7 \ðTjy T Ly 
# 


Li 
este o diferenţială totală exactă, adică : E T Sel = 


ôf 1 (3U 
mapka pis AE E 
alrt )) 


16. Înlocuind: U = Vu (T) şi P=u(7)3 în ecuația 


energiei 
g-e 
V jr oTjy 


dedusă în exercițiul 15, se obține după integrare : u( T) = 
= const T*. Gazul cu o astfel de dependență a densității 
energiei interne de temperatură este gazul fotonic, iar for- 
mula respectivă poartă numele de formula lui Stefan-Boltz- 
mann. 

17. Avem: Pv = F(T), U = U(T). Din ecuația ener- 
giei (vezi exercițiul 15) i 


e E 
- 3V jr aTjy 
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rezultă atunci 


Tign) 0, >fT) = const T, 


astfel încît ecuația de stare va fi de forma: Pv = AT, cu 
A = const. 

18. a) Gazul fiind ideal sînt valabile expresiile : PV = 
= nRT şi dU = 0,dT. Înlocuindu-le în ecuaţia fundamen- 
tală a termodinamicii se obține 


49 AU +PAV _ oT pă) 
P T "F v 


ds 


=> 


1) 
( — 8 = Cy ln T + nRlnV + const, 


unde la efectuarea integrării s-a considerat că 0, = const. 
Pentru alte perechi de variabile, se stabileşte în mod 
analog 


8 = 0pin F —nRln P + const, 


{2) M 
S = Cy lnP + Opln V + const. 
ôU ôU 
1) dU = | — ] dr —} dy 

AA i H Hel i 

`aU U ðP scai 
în care : |. =07, | —]} = T|— | —P. Utilizând ecua- 
sotii (iz, rare). poi ii 


ţia Van der Waals, se calculează 


P = 


RT a [E È 
V—ò VW: Uz, V=v 


şi ca urmare rezultă 


dU = 0șă7 + Sav, PE A E IL! 


y 


(0, = const), 
unde U, este constanta de integrare. 
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2) Luind în considerare expresia lui dU de mai sus, se 
găseşte 
asf pe ot ar, 3 
T T T V —b 


3) În cazul unui proces adiabatic, S = S, = const, . 


astfel încît din expresia entropiei se deduce : T(V — b)i = 
= const. 

19. a) TaS = dU + PAV = dH — VaP, unde H = 
= U 4 PV este entalpia. De aici rezultă : 


a= i (3a) az A =P aP. 
7 (97), 7 (92). 


Exprimind condiţia că dS este o diferenţială totală exactă, 


avem 
Sl aaa =la T 
, ôV mea T UP )] 


ceea ce conduce imediat la (1). 
b) Se pleacă de la relaţiile 


Bare (ocara) ze 
ôP P 97 P GAA pi 87 ¥ 


(vezi exercițiul 15), 


de unde rezultă: (57) =F 4 Pe baza lor şi 
oT P T 97 V P 


a formulei b) din exercițiul 1 cap. I, scrisă în variabile P, V, 


T, se obține : pa = — —. Oa urmare, 
aV jr V 
3P OP P 
dP=|—) aF+|—] dT= — ay 
jai i al. pae 
+ E dT, — = =const. 
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20. a) Relaţia cerută rezultă ţinînd seama de ecuaţia 
energiei din exercițiul 15 în formula (1) stabilită în exer- 
ciţiul 50 a) din cap. I. 

b) La temperatura de £C apa se caracterizează prin 


A a öy 
a că | — | =0, întrucit pentru t<4°C, avem | —| < 
acee [3 A , Pp , ( F T 


P 
< 0, în vreme ce pentru i > 4C, ls) >0. Din formula, 
P 

dedusă în punctul a) se vede că în cazul apei la 40, 
Op azi 07. 

c) 'Ținind seama de definițiile coeficienţilor termodina- 
mici a şi kp (vezi exercițiul 10, cap. I) precum și de relația 
b) din exercițiul 1, cap. I, se găseşte 


2 
C — 0y 7(97) (r) We 
3 Tje OT jv kr 


__300 - 18,27 + 107? (2,9: 105)? 


a =205,718 JK kmol". 
24- 


21. a) Derivîind ecuaţia energiei din exercițiul 15 în 


raport cu temperatura gi pinind seama că H = Op, 8e 


(29) — (22). 
= A T 


Dar, după cum rezultă din ecuația Van der Waals: 


obține 


2 
za =0, astfel încât ©, nu depinde de volum, adică 0,= 
¥ 
== Oy (T PR 
b) Pe baza relaţiei deduse în exerciţiul 20 a), precum şi a 
ecuației Van der Waals, se calculează 


af Fi (P) _ p RIV Ba 
e o= r (Fp) (o), P ET 2a 


(V =b} y 
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10 — c. 325 


Se observă, că în cazul gazului ideal (a = b = 0) formula, 
aceasta se reduce la formula lui Mayer Op — Oy = R. 


— -= -> 
y 


c) Aplicînd ciclului format ecuația fundamentală a 
termodipamicii, se poate serie 


Toas =$av+ | Pay. 


Transformarea fiind ciclică, fas =0, $ dU = 0 şi ca ur: 


mare vom avea și d PAV = 0, ceea ce arată egalitatea celor 


două suprafețe. «a 

22. a) Expresiile pentru Cy, Cp, mp şi Mp rezultă direct 
din ecuația (1), exercițiul 24, cap. I, ţinind seama că d9 = 
= Tåg. Procedind analog cu ly şi lp şi utilizînd relațiile lui 
Maxwell din exercițiul 49 a), se obține 


=T (25) = 2 (97) ; = T (35) =- r{ - 
OY jr À ôTjy 9Pjy UV 
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„unde f reprezintă constanta de integrare şi este o funcție 
arbitrară de volum. i ; 


b) Conform formulelor din punctul a), avem 


, [08 AAN 98 
lem a i (Z = m =i ss a 
i „ic d Al FE i az N T0z, 


(oR ôP | aS 
lymp = T2 = T? | —) = TO 
me, poi (23), | [cal o 


Pentru deducerea ultimei relații se utilizează formula: 
h i ` PR 

(po) st (mele) = 1 (vezi exercițiul 24, cap. I, punctul 

a), scrisă sub forma 


Myle -+ Mply = lylp, 
în care se înlocuiesc lpmy şi lymp din formulele de mai sus. 
23. a) Pentru deducerea primei formule se scriu în | 
ecuația fundamentală a termodinamicii: Tag = dU + | 
+ PAV, diferențialele d9, dU şi dV în variabile P si 7. 
În relația obținută, i 


3S 98 
T 5] dP + dA a7= 
F- F a 27 P 


[B aee | 


se identifică coeficienții lui dP din dreapta şi stînga şi se uti- 
lizează apoi una dintre relațiile Maxwell din ex. 49. 
¿+ A doua formulă rezultă în mod analog lucrind în varia- 
bile V și 7. 
À dU 
b) Deoarece pi = 0, cea de a doua formulă din 
T 


a) se reduce la 


ðP | 
(37), >In P + mf = inf, sau Pf (V) = 7, 
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24. ag=av+Pav= ($3) Ar+ Fa + P|ar=o, 
y T 


97 
Întrucît : (a 
ðTjy 


= Ory, iar ta Fh (52) — P, (vezi 
V jr ƏTjy 
exercițiul 15), vom avea ecuația 


ôP 
OAT + T| —] dy =0. 
pdl + (03), 


înlocuind : Pi = P,a şi integrînd se obține următoarea 
V 
expresie a adiabatei 
0, In T + PoaV = const, sau TO Pe! — conste 


25. a) Deoarece d = O dT = med T, vom avea pentru 
variația entropiei apei expresia 


To F 
ASe = mo È SE omen t, 
T T 


Fd Tı t 


În ceea ce priveşte variaţia entropiei sursei, ţinind seama că 
ea își menţine temperatura constantă, se găseşte 


E. AI mo To — Ti), 
To ah To 


F 
Atunei : Atata = ASapă A+- Acura = Me In 7 — 1+ A = 


1 To 

= 1000 : 4,2 (In 1,2 — 1 + 1,2)J/K = 68,4 J/K. 

b) În cazul a două surse, se găseşte în mod analog ur- 
mătoarea, variație a entropiei : AS = AS, + AS, = 50,4 J/K. 

c) După cum s-a văzut în punctul b), la utilizarea a două, 
surse, variaţia entropiei este mai mică decit în cazul unei 
singure surse. Multiplicînd numărul surselor la infinit, se 
realizează, o încălzire reversibilă a apei, cînd AS =0. 

26. a) În condiţiile problemei, Q =0, L = 0. Atunci, 


conform principiului I, avem AU = 0, ceea ce pentru un gaz- 


ideal înseamnă AT = 0. După cum s-a arătat în exerciţiul 
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18 punctul a, entropia unui gaz ideal este dată de expresia s 
S= 0n T+ Rin V + 8. De aici rezultă imediat că pro- 
cesul considerat este ireversibil, întrucît 


îsi 
AS = KT, Va) — S(T, V) = Rin >0, 
1 


b) Conform ecuaţiei fundamentale a termodinamicii 


_d9 dU + PV _0AT+ PAV 
T T z T 


as 


Procesul fiind izoterm, avem PV = const > Pady = 
= — VdP şi ca urmare 


ARN NE T e 2 F T. e 
T T P 


AS= — Rin i PE —19,1 J/mol K. 
P 


1 


27. a) Un proces este reversibil dacă sistemul poate fi 
readus în starea inițială fără alte schimbări în mediul încon- 
jurător. În cazul de faţă, deoarece prin încălzire barei i s-a 
transferat energie sub formă de căldură, ar trebui să fie posi- 
bilă şi inversa, adică transformarea integrală a căldurii în 
lucru mecanic. Lucrul acesta fiind interzis de principiul al 
II-lea al termodinamicii în formularea lui Kelvin, rezultă că 
procesul de încălzire al barei este ireversibil. 

b) Procesul fiind ireversibil nu se poate aplica pentru 


calcului variaţiei entropiei formula: AS = | ao/ T, vala- 


bilă doar în procesele reversibile. Ea poate fi însă aplicată 
pentru orice proces reversibil care leagă stările i şi f. Ca 
urmare, se calculează variația entropiei într-un proces izobar 
reversibil de încălzire al apei între stările i şi f. 


f f 1573 
AS = f “9 — merţ TZ = mop n T) =148 J K^, 


í i lasa 
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Întrucât entropia este funcție de stare, variaţia ei, AS, cal- 
culată, pentru procesul reversibil i —> f va coincide cu cea din 
procesul ireversibil care leagă aceleaşi stări. 

28. a) Deoarece destinderea gazului ideal este adiaba- 
tică (Q = 0) şi are loc în vid (EL = 0) principiul I se reduce 
la dU = 0, dT =0, ceea ce arată că ea este și izotermă, 
Procesul acesta ar fi reversibil dacă sistemul şi mediul în- 
conjurător ar putea reveni la stările lor iniţiale. Pentru ca, 
gazul să revină la starea lui iniţială el trebuie să fie comprimat 
fără a-i varia temperatura. Energia mecanică cheltuită la 
comprimare. de către mediul înconjurător ar putea fi com- 
pensată prin transformarea integrală în lucru mecanice a căl- 
durii degajate la comprimare. Cum însă, conform principi- 
ului al II-lea, (Kelvin), lucrul acesta este imposibil, procesul 
respectiv este ireversibil. 

b) Procesul îi —f fiind ireversibil nu se poate: utiliza, 


direct formula AS = \ ãQ/T. Dar, pe baza faptului că entropia 


este o funcție de stare, variaţia ei, AS, într-un proces rever- 
sibil izoterm, i — f, va coincide cu cea din procesul nostru. 
Ca urmare 


s TR 
as = a = Bf UAPR Ta ee 


i i 4 


= 28,31. ln 4 = BJK, 


unde s-a utilizat faptul că gazul fiind ideal şi transformarea 
izotermă, avem: PV =nRT, dU =0,d7=0 şi deci 


î ay 
dQ = dU + PAV = PAV = nRT. 


29. a) Procesul ar fi reversibil dacă s-ar putea transfera 
energia de la baia rece din nou piesei metalice fierbinți, 
fără alte schimbări. Lucrul acesta nefiind posibil în virtutea 
formulării lui Clausius a principiului al II-lea, rezultă că pro- 
cesul considerat este ireversibil. 

b) Deși procesul este adiabatic (dQ9 = 0), din cauza ire- 
versibilității sale, vom avea AS >0. Temperatura finală a 
amestecului, 0,, este 


C19, + Cada 
Ci + Ca: 


9, = = 340 (vezi exercițiul 37 punctul c). 


înlocuind procesul ireversibil cu unul reversibil ce are loc 
între aceleași limite de temperatură, se găsesc respectiv 
pentru variația entropiei piesei şi băii expresiile 


307 r 
as, = 0f S a ok în 20 
ma T 1773 
307 7 
AS = 0f aT ceon, 
293 293 


Ca urmare, variația entropiei totale va fi AS = AS, + 
-+ AS, = 158,84 J/K. 

30. Pentru calculul variației entropiei se înlocuieşte 
procesul ireversibil de difuzie cu unul reversibil între ace- 
leaşi stări, în cazul de faţă cu o destindere izotermă reversibilă, 
între volumele V și 3V. 

Deoarece energia. internă rămîne constantă, gazul fiind 
ideal, vom avea pentru variaţia entropiei 

vF å 3y 3y 7 3y Z 
gie | 2- Tf TY af aV :_ Rina, 
y F y T p Y y 


31. a) Energia maximă ce poate fi transferată sub formă 
de lucru mecanic de la un sistem se determină cu ajutorul 
unei maşini Carnot care funcționează între cele două corpuri 
pină cînd ele îşi egalează temperatura. 


—L =Q, —1Qal, a 


unde Q, este energia transferată sub formă de căldură de la 
corpul cald, iar Q,—energia transmisă sub formă de căldură 
corpului rece. Ele sînt date de expresiile . 


Ta 
Q, = mee aT = mep(T, — To); Q: = mop (Ty — T,) 
To 
şi deci 
— L = mop (Ta + T, — 279), 


unde T, este temperatura finală. Pentru a o determinarea- 
mintim că în cazul unui ciclu Carnot în care sursele au tem- 
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peraturile constante, T, şi 7, avem Q/1Q,| = Ti 'Pa. 
În cazul nostru temperaturile surselor sînt variabile, astfel 
că vom avea, 


dQ, Ti . 
; = —, unde åO, = me» AT, si 60, = aT. 
dQ] T, , Q cp AT, Şi Q, = mep dT; 


Înlocuind și integrînd, se obține 


7 ar Te AP 
| E se A 2 > To = (147,12 = 424 K. 


Te T r T; 
Ca urmare 


— L = mep (T, + T, — 27,) = 10. 400 (300 + 600 — 
— 848) = 208 kJ. 


b) Rezerva de energie pe care o posedă sistemul, este : 
Q = me T, — T,). Atunci, energia ,netransferabilă prin 
lucru mecanic” va fi 
a 


A 
Q — (— L) = mep (T, — T,) — mep (T, + T, — 274) = 
= 2mep (To — T.) = 992 kJ. 
Ea coincide cu energia necesară pentru a încălzi ambele 


corpuri de la temperatura T, la temperatura Bie 


„92. Prin cădere energia potențială a pietrei se transferă 
sistemului ulei + piatră sub formă de căldură i 


mM gh = (mie, + Ma) AP = GAT, > 


___5+9,80: 80 
5- 120 + 25-80 


= 1,5%, 


unde g este acceleraţia gravitaţiei. Pentru transformarea căl- 
durii în lucru mecanic util, se pune să funcționeze o maşină 
Carnot între baia de ulei aflată la temperatura, To +AT 
şi rezervorul de apă aflat la temperatura Tę. După cum se 
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ştie, în cazul unei maşini cu surse de temperatură constantă 


= 20, = (1-7) 


1 


Deoarece în cazul de față sursa caldă are temperatura varia- 
bilă, vom avea 


IL = R 49 ( 1 =) e, aT, > 

T, 7 
ăi -aj | E | az=e, A T-a Tola ( 1+ a 

Ta+AT T 


Semnul minus din membrul drept al expresiei lui 4L apare 

deoarece prin funcționarea maşinii, temperatura uleiului 

scade. 'Ținind seama că pentru valori mici ale lui æ, la (14 æ) = 
2 


% 5 
= g — Fi se obține 


/ n2 g 2 
Opao OT (magh 
276 26, To 


Înălţimea M la care s-ar putea ridica din nou piatra este dată 
de relaţia 


că 2 - 802-5 
w L _ gəm _ 9,8: 80-5 sfm. 
gm,  2e,T, 2-2600- 300 

33. Într-un proces izoterm, energia internă a unui gaz 
ideal rămîne constantă (AU = 0) şi deci ecuația fundamentală, 


` a termodinamicii se reduce la TAS = —L. Întrucât în vir- 


tutea teoremei lui Gibbs entropia unui amestec de gaze ideale 
este egală cu suma entropiilor parțiale ale componenților, 
vom avea în acest caz AS =—=0 gi prin urmare și L =Q. 
Aceasta înseamnă că pentru separarea constituienţilor unui 
amestec nu este necesară efectuarea unui lucru mecanic, 
atita timp cît aceştia îşi păstrează presiunile lor parţiale. 

În schimb, este nevoie de un lucru mecanic pentru a 
aduce fiecare component de la presiunea lui parțială: P, = 
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| 
RI 
| 


= (n; $, n) P (n, fiind numărul de moli ai eomponentului 4),. 
g : 
la cea finală, atmosferică, P. În cazul nostru, presiunile 


i A 3 1 3 © 4 ; 
parțiale sînt: Po, = —atm și Pn, = — atm. Lucrul mecanic 
5 


K Q 


respectiy, se, calculează cu ajutorul formulei 


1 Tes 
ät = — Pay = nET = sin dela, ce E BT an 
I o 


34. Procesul fiind izobar, dQ = OdT, iar AS ={ AS 
j g Ti 
Temperatura finală T, = (T, + Tp)/2 şi ca, urmare 


T Tf F 
AS = AS, + AS = Oof f Er + -> | 


“Ta T TB T 
a £ 2 i 2 
A Nae îsi Opn Ta ETa > o, 
T iTr 47, Ty 


După cum era de aşteptat, dacă T4 = Tp, AS = 0. i l 
35. a) Conform relației (2,) din exercițiul 18 punctul ay 

avem următoarea expresie pentru ‘entropie: &S = S, -+ 

+ O»ln V + 0pln P. Aplicată celor două gaze, înainte şi 

după amestec, rezultă 

AS, = Oyn poi AS, = 0p In -Ż-, unde P = Satis f 


1 2 


este presiunea finală după deschiderea robinetului. În baza 


E A 


P P 
AS = AR die Ahal mnam N 
+ AB -( a A 
2 2 
sand a aT sp. 
i P,P, 4P,P, 
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unde H este entalpia. În condiții adiabatice, 69, = dH = 0. 


b) Înainte de amestec, entropia fiecăruia dintre gaze 
va îi dată de formula (1) din exercițiul 18 punctul a) 


8; = Or, In T + nk In y + Sa 
iar entropia întregului sistem S = 8, + Sa. După amestec, 


S = Si + Sp, unde 8; = 07, In T + Rn 2V + Sei = 1,2). 
Variația entropiei în urma difuziei va fi atunci - 
AS = S — S = 2nR In 2>0, 


ceea ce arată că difuzia este un proces ireversibil. | 

In cazul cînd cele două gaze sînt identice formula îsi | 
pierde valabilitatea (paradoxul lui Gibbs). Într-adevăr, 
dacă gazele sînt identice, procesul de difuzie este reversibil 
(deoarece închiderea, robinetului restabileşte starea inițială), 
ceea ce Înseamnă că AS = 0. Rezolvarea paradoxului se dă 
abia în statistica cuantică. 

36. a) Dilatarea gazului fiind adiabatică (ãQ = 0) şi 
liberă (dL = 0), principiul I se reduce la dU = 0. În aceste 
condiții, ecuaţia fundamentală a termodinamicii devine 


Tag — PV = 0, | 
əy 


Întrucât AV >0, de aici se vede că entropia creşte, adică | 
procesul este ireversibil. 
b) Într-un proces izobar, avem conform principiului I, | 


dp = dU + PAV = a(U + PV) = dH, | 


Pe de altă parte, utilizînd ecuația fundamentală a termodi- 
nainicii, se găseşte că, N Sa 
dH = d(U + PV) = 4U + PAV + VåP = i 
3g v. 
m 


——<0. 
ôP T 


= TaS + VAP = 0, | 


Întrucît AP < 0 şi în acest proces entropia creşte. 
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37. a) Într-un proces ciclic reversibil variația entropiei 
este egală eu 0. În cazul de faţă ea se compune din variaţia 
entropiei celor două gaze, şi anume 


Fo Ta 
As, = Lof I E TAE 
7; i Ti T T, 
Atunei 
TD NC P, NE 
AS = AB, + AS, =0, — | (7) (z) [= 


IE. -ai 
=0, => To = T Cu Ca iA Cite: , 


b) Conform principiului I, într-un proces ciclic: —L = 
= 0, — |Q], unde Q, este energia transferată sistemului 
prin contact termic de la gazul 1, iar Q, este energia trans- 
ferată prin contact termic de la sistem gazului 2. 


Te 
Q=- Of "AP = 0, (7, — To) și Qa = 0a (To — T). 


[ Ta 
Ca urmare, vom avea: — L = 0,7, + 0.7, — (0, + 03)T. 


c) Egalind energia transferată prin contact termic de 
către gazul 1 cu cea transferată gazului 2, se obţine 


CT, + CT, 


C(A — To) = C (To — P), > T= C, + 0; 


d) Variația entropiei sistemului se calculează ca şi în a) 
cu deosebirea că acum temperatura finală este 7; iar AS z 0 
întrucît procesul este ireversibil. Avem deci 


PN Ca PAC, 2 C1403 
AS = în [fa] (z) |=] To |- 
T, T, TE: TẸ 


= În ( R a N 1 | ; 
0, + Co) TP TẸ: 
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e) Fie şirul de numere pozitive a(1), a(2), ..., a(2»). 
Din inegalităţile : 


a(t) a(2) = (r (aaye [rtea | 


a(1) a(2) a(3) a(4) « == = 22) (ae) ł a) i 


a LU) + a (2) + a (3) + ad) 
4 


se găseşte prin inducție 


a(1) a(2) ... a(2”)< = + a(2) pa’ a(2”) E 


gm 


Vom presupune acum că printre numerele a(i), 0, sînt egale 
cu T, şi C; sînt egale cu T,. Atunci 


Ci -+ Ca 
0, + 02 = 2”, TP e e , 


Cı + 02 
Logaritmînd această expresie şi confruntînd-o cu AS din 
d} se constată că AS > 0. 
GAA 9V N 
38. a) dV = | —— | dT + E- ds. Utilizîind rela- 
27 js p 


98 
tiile Maxwell din exercițiul 49 punctul a), se obţine 


t= (37), (ar), (ar), t ar) 
(as ),(or), (or), 


b) Aria unui ciclu în planul PV reprezintă lucrul me- 
canic efectuat de sistem în decursul transformării, iar aria 
unui ciclu în planul TS reprezintă energia transferată sis- 
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temului sub formă de căldură, în mod succesiv 


ds = 


dU + PAV IPILE 
T TOT Je 


+i) +P | ay =F [az ar + (i dy. 
TLN OTF Jr POT jy 37 Jy 
Identificînd cele două expresii ale lui 48, rezultă 
(2) ier Se) T 9 P 
3V jr TIE Aay jr a ), 


Observaţie. Demonstrația se putea simplifica, dacă pentru 


7 


Za 1 = (fap aV; 9 = ff a7 as. 


Efectuînd o transformare de coordonate din planul PY în 
planul TS, vom avea 


îm daa (| AP dy = Ș| JăT 8, unde J = AEV) este 
O(7, 8) 

iacobianul transformării. De aici se vede că pentru ca să 

fie îndeplinită condiţia ca lucrul mecanic efectuat de sis- 

tem pe parcursul unui ciclu să fie egal cu energia transferată 

prin contact termic, —L = Q, este necesar ca J = 1. . 

39. Utilizind proprietățile iacobienilor, ecuația energiei 


diu exerciţiul 15, precum şi formula 07 = i ) se găseşte 
7 . T 

- Maxwell din exercițiul 49 punctul a). 

37 aT, U) 97 aT 41. Existenţa unei legături funcționale S = S(W) între 

( ) ză C II: 2 si Ear z i entropia S şi probabilitatea W, dată de o funcție monoton 
ƏV Ju aY; U) aT, V)o(V,U) | crescătoare, este consecința, similitudinii comportării celor 

, - două funcții. Ambele, atît entropia cît şi probabilitatea, tind 

E (E ) | ( ôU ) |: — 0zi l P r( A | | să crească în procesele de neechilibru atingind o valoare 

= scie aaa egy Zi n= y pen ED . A A 

7 ôT jy y S 


3y 97 maximă în stările de echilibru. | 
Jonsiderînd un sistem format din două subsisteme inäe- 


EEE T area 


pendente, în virtutea aditivității entropiei, se poate serie: 


40. Deoarece în baza principiului al II-lea : Op = ay ) = | 8 = Sı + S2, sau 
38 907) _m.9 (38) A SW) = SOW) + SOW 3). 
m —] , vom avea —] =T | 
( oT ), ( oy L GAA ( PA he ), - 


Înlocuind în stînga W = WW, se observă ușor căo astfel 
de relaţie este satisfăcută doar de funcţia, logaritmică, Aşadar, 


= p a 
ar L9V jr rezultă 


Pentru a determina expresia derivatei se ţine 
ôv Jr’ 
á E 


ag ðs 
a= || ar te ap. 
( 97 ), +[ ôy l 


De asemenea, pe baza ecuaţiei fundamentale a termodina- 
micii, precum şi a ecuației energiei din exercițiul 15, avem 


S = ka W, 


seama că, unde f este o constantă despre care se poate arăta că este 
chiar constanta lui Boltzmann. 
42. a) După cum rezultă din ecuația fundamentală a 


termodinamicii, într-un proces izentrop, avem 


ðU ôy i 
dU PAV = | — ] dT ¢& —— P lå =90. 
ki ri, s(t | 


158 159 


ô À ; fa 
detivata ka se lua în considerare una din relaţiile: 


inind seama că în cazul radiațieia U —uV —ocVTA şi 
P = 3 = cT1*/8, se obţine 


4V oT AT + = aray =0, = PER — coat 


Eliminînd temperatura T cu ajutorul expresiei lui P, se 
găseşte: PV15 — const. 
b) Se serie relaţia lui Reech, (vezi exerciţiul 44 cap. I), 


sub forma, 
8 í zi 
oda), ilarii > 
OV Js OV jr 


Finînd seama că în cazul radiației: Ọ = uV = o V T4; 
P = u3 = oTt/3; PV* = const, de aici se calculează, 


ov 
0, =| —— |} =4 VT? #0; 
r si z i 
7 
a A 
(22) —oi (22) = 402 ze 
OV jr ôV js 8y 


Înlocuind aceste expresii în formula lui Reech, se vede ime- 
diát că în cazul radiației Cp = oo. 

43. a) În urma transferului de căldură entropia siste- 
mului variază cu 
Q 107 10 


Q í EA 
A8 = AS, $ AS ie = 10-12 J/K. 
i A T, 300 301 l 


Conform formulei lui Boltzmann (vezi exercițiul 41): 
AS = kln (W;/W,), unde W, şi W, sînt respectiv proba- 
bilitățile termodinamice ale sistemului în stările finală şi 
inițială. De aici, se obține 


u = exp (AS/k) = exp (10 12/1,38 - 10 23) = et, 


dă: 
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Aşadar, probabilitatea termodinamică a stării finale este cu 


mult mai mare decit cea a stării iniţiale, adică la nivel ma- 


peratura mai mică, 


b) În cazul în care căldura transferată este Q = 105, 


obţinem : W,/W, = e = 2,7, de unde se vede că la nivel 
microscopic este posibil şi transferul de la corpul rece la 
cel cald. : 

44. Exprimind ecuaţia fundamentală a termodinamicii 
cu ajutorul entalpiei, H = U + PV, se poate serie 


TaS = åH — VaP = (57) aT+ [iir] -v] aP, 
ôT Je ðP 


7 


în care se înlocuieşte : Fa = 0p şi kS Oz d 
OT Jfr 9P jr 


7 
— dra (vezi exercițiul 19, punctul a)). Atunci, 


ÖT jp 
ţinînd seama de datele problemei, se obține 


dS = 0p 


aT af CAA 
aT 


Fr) dP = 0p ar — aV, dP, > 
T P T 


—> S = Do + Cp n T — aV, P. 
45. În ecuația fundamentală a termodinamicii 


ds = awT) =H an, 
T T 


termenul din stînga şi primul termen din dreapta sînt dife- 
rențiale totale exacte. În consecință, şi al doilea termen din 
dreapta trebuie să fie o diferențială totală exactă. Pentru 


aceasta este necesar ca: M — M (7) , 


46. a) Se scrie ecuaţia fundamentală a termodinamicii 
pentru un volum unitar, neglijind lucrul mecanic de variație 
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11—c.325 27 


al volumului și considerind că u = u(T, M) 


du — Hda M riar] T4 


ds == — 
aT fu 


Ki p 
1 ðu 
| [2 — Blau. 
F eral l i 


Exprimînd condiţia că ds este o diferenţială totală exactă, 
se obţine 


ð [ifâu ð [1/8 
Heiman e 2] = 
OM LT0597),ul 27 lrllou), | 


= (4) = -[“lz]) i 


OM ôT Ju 


Partea, dreaptă a ultimei relaţii se anulează, întrucât în 
condițiile cînd magnetizarea este constantă, raportul H |E 


este şi el constant, în virtutea relației M = f ( ÎI A 
b) Deoarece M =f [2] , vom avea dM = f! a x 


xd (F) şi ca urmare 
T 


E E] 


de unde se obține 


e a OLORES, (Ž)+ 


+ 1 dy. 
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41. Fie u, s, M, respectiv, energia internă, entropia; gi 
momentul magnetic ale unității de volum. Neglijind variaţia 
volumului la magnetizare, avem conform ecuaţiei funda- 
mentale a termodinamicii: du = Tds + HAM. Exprimind 
diferenţialele du, ds şi AM în variabile T şi H, se găseşte 


imediat 
GrG, GE 
ƏT jy IT Jy ôT Jy 
(=el, e, 
ðH jy OR Jo ôH Jr 


cu ajutorul cărora, din condiția de diferențială totală a lui 
du, se obține 


ôu — ðu = ôs (SF 
TOH HOT’ ôH ), „Laz |y 


Ținînd seama de această relație precum şi de faptul că 


7 [ a ) = Cu» Vom avea exprimind ds în variabile T şi H 
ÎS H 


ts = 7(-24-) az + (2) aH = 
97 Ja ôH ], 


De aici, în condiții adiabate (Tds = 0), utilizind legea lui 
Curie, rezultă 


(NI a n 


Cu 


dH. 


z r dH = 
H 


97, ef 


43. a) Presupunind u =u(T7, M) şi neglijind lucrul 
mecanic de variaţie al volumului, ecuaţia fundamentală a 
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termodinamicii se serie sub forma 


di "a 1 fau 
= aM = — | —— T 
t= To aL i 
PORN 
7 | 3M jz 


Deoarece ds este o diferențială totală exactă, vom avea 


ae aa 


(i), eE 

ðM jr 37 Jy 

b) Se evaluează derivata: (~z) = a Ea . 
ôH Jr ôM jol ôH jr 


Întrucît pentru o substanţă care satisface legea lui Ourie 
M = @H|T, avem Fa Z 0, iar pe baza relației deduse 
p 


în a), avem ba = 0, rezultă atunci că a] =0, 
oM T 9 zi 
adică u = u (T). 

c) Tds = du — HAM, > cu = (7) =r( se ) za 
GT Jum 97 Ju 
= Ea . Întrucât după cum s-a văzut în b), u = u (T) şi cu 

M 
va fi funcție doar de T. 


49. a) Conform ecuației fundamentale a termodinamicii 
şi a definiției funcțiilor caracteristice, avem 


dU = TA8 — Pay, de-i ~ =(55) i 
aV), A 


aH = G(U + PV) = TaS + VAP, AiE] = (05) 
aP ], s 
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28 3P 
= åU — T8)=—8 dT — PAV ah = (92) , 
aF ( ) : ar 3 37], 


dG=A(U+PV-—78)= — 84 7+ VaP, (75) --(32) , 
T P. 


oP 927 


unde relaţiile Maxwell din dreapta se obţine impunind con- 
diţia ca formele liniare : dU, dH, AF şi dG să fie diferenţiale 
totale exacte, adică să aibă derivatele mixte egale (vezi 
exercițiul 2, punctul a, cap. I). 

b) Scriind relaţia diferenţială pentru energia liberă: 
dF = —SAd? — PAV, sub forma 


aY = AT —— dF, > 


—1 F —1 
Pi (34) : g= Ta a) : 
OF |r 97 J NOF |r 


rezultă că volumul este funcție caracteristică în variabile 
T şi F. 

c) Se transcrie relația diferențială a entalpiei din punctul 
a) astfel 


TER 
T T 
Exprimînd condiția că dS este o diferențială totală exactă 


, rezultă 
p 


[z tr)l = -ir C), 


i utilizînd faptul că Op = | —— 
şi utili p ă 0p r? 
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50. Pentru ca o funcţie termodinamică să fie caracte- 
ristică, adică, să servească la obţinerea proprietăţilor termo- 
dinamice ale sistemului, ea trebuie exprimată în variabilele 
ei naturale și anume 


U = U(S, V); H=H(S, P); P=FP(V,T); 
G =GP, T). 
Cu privire la gazul ideal, se știe că 
(1) PV =aRT; U=U+0,7; H=H,+ CpT, (vezi 
exercițiul 46, a cap. I). 


(2) 8 = 8, + Orlin T +nElnY, sau S = 8, + Cln T — 
— nR Rin P (vezi exervițiul 18a). 

Se poate obține energia internă U în variabile S şi V prin 

eliminarea temperaturii T din (12) cu ajutorul lui (2,) 


T = exp Fa 


y 


pue :>U=U, + Cyexp (2) For, 


y 


£ 
Se procedează analog pentru găsirea entalpiei înlocuind T 
din (2,) în (13). 


T = exp a e -> H = H, + Op exp (4) PnRICp , 


P P 


Expresia energiei libere F în variabile V şi 7T se obţine in- 
troducînd în relaţia de definiție pe U, dat de (12) şi pe S, 
dat de (2,) 
F = U — T8 = Pot OyT (1 — nT) — nRTinV, 
Fo = Uo — 789. 
În mod similar, rezultă următoarea expresie pentru entalpia 
liberă i 
G = H — TS = G, + O02T(1 — nT) + nRTIaP, 
Go = H, ii Tso . 
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51. a) Scriind relația b) din exercițiul 1, cap. I, pentru 
variabilele : S, V şi T, avem 


98) (3V (22 
= —1,— 
L9V | ai 5), 
{2 (22 (a Or (22) 
aF ha Fl, ôT ), T lov js’ 


ON 


unde s-a ţinut seama că Op = T | — 


. Dar, conform uneia 


F 
dintre relațiile Maxwell din exercițiul 49, a), obținută expri- 
mind faptul că dF = —SadT7 — PAV este o diferențială 


si | A ( ðP 
că |-—]}] =|] , ceea ce 
oV jr 97 ), 


conduce imediat la formula din enunţ. 


totală exactă, rezultă, 
b) Se transcrie relaţia dedusă în a), sub forma 


(2 = — 2 (22 
a. T \ ôP ). 


Utilizînd b) din exercițiul 1, cap. I, pentru variabilele P, V, 
T, se obţine atunci 


(33) (r) B 
— = — ], > 
3P Jy LOV Je A . 


(25) (22) (22) Ep 
ôP jy 3P jr \aV le a? 


care, înlocuită mai sus, dă relația dorită. 


52. a) Pe baza proprietăților iacobienilor, precum şi a 


relației Maxwell 39 = Ea 
ƏV Jr 97 
8)), dedusă exprimînd faptul că dF = —Sd T — PAV este 


) (vezi exercițiul 49, 
Y 
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l 
| 
| 
i 
| 
| 
| 
i 
A 
Î 
[i 
r 
| 


o diferenţială totală, se obţine 


28 a(S, P) (T, V) 98 ðP 
am 2-7), mE ô(T, V) (7, P) i (oa) (3. 


Gr), (or), l(),- 


-or (22), (2), 2), - 


b) Procedind similar, rezultă 


= pê(8, V)ôP, T) _ a) ka | 
O = 1 op AET) ki ôT J Ai 


53 Pe baza definiţiilor capacităților calorice C, Şi Op 
precum şi a relațiilor Maxwell din exercițiul 49, a), se poate 


serie 

ôs 98 0, 3P 
as = (2E) ar (2E ie Par sa) av 
ui kai HL T ôT jp’ 
sau 

98 98 Op ( r) 

= [2] ar ——] dP=-ZPar— [2] ap. 

ui l. E. T ôT jp 


Impunind ca dg să fie o diferențială totală exactă, se obțin 
relațiile 


1 (20r) _[( EP) (2) -- (2) 
arer E T\ƏP Ja 972], 


în care părţile din dreapta se anulează, în virtutea, ecuaţiei de 


: ôC . {30 
starea gazului ideal. Deci, vom avea( f ) =0 şi ( ) = 
; 7 7 
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= 0. Dar 


Ge) (02), (2), -e 
ôV Jr 3P Jr 37). = i 
(27), —(2), (35), =e 
ôP Jp ôV Jr \ ðP = 


Întrucât pentru un gaz ideal TA Z 0, de aici rezultă 
-d 


. {3C ð A 
că si | a ), = 0, ( <l =0. Ca urmare, capacităţile 


calorice ale unui gaz ideal sînt funcții cel mult de tempe- 
ratură. 
54. a) Utilizînd una din relațiile Maxwell, (vezi exer- 


cițiul 49, a)) şi formula cp = T r: » Vom avea 


P 


tef r] ar + (a) ip = (în aP. 
97 ], IP ], 7 lor), 


De aici, obţinem prin integrare 


P 
« vd P=b(T— T )— e f P-naP= 


Pa 


8 — 3 =ţ war- h 


o Po 
= UZ — 7) — 4e (Pin — pin), 


b) Pe baza definiţiei entalpiei specifice h = u + Po, 
precum şi a ecuației fundamentale a termodinamicii, se 
găseşte că: dh = Tds + vdP. Ținînd seama de expresia 
pentru ds din a), se obține atunci 


dh = bT AT + (— wT 4 v) dP = bTAT + ad P, — 


e = S = T?) + a(2- Py). 
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55. Utilizând relaţiile 
Co s ba 


cu uşurinţă 


“B 


0, = -5 = 240 J ke 1 (KE). 
Tat? -+ cp THR 


56. În condiții cînd presiunea este constantă, princi- 
piul I dă Qp = du + Pav = d(u + Pv) = dh, unde k 


este entalpia molară. Ca urmare 
Qp = Ah = hn,o — (nyha + noho). 


În această relație, ny Şi no sînt numerele de moli ale sub- 
stanțelor care intră în reacție. Înlocuind datele problemei, 
rezultă F 


17 200 
2 


Pi 


Qp = — 269300 — — 8100 = — 286: 103J mol ^, 


reacţia fiind exotermă, 
57. a) Deoarece transformarea este reversibilă 


(2) AS = AX = 0, 4 z dE. 


De asemenea, conform principiului I: dU = åQ +- åL, 


unde lucrul mecanic L = Păi, iar dl = sF) aT4 
F 


4 ( A AF, astfel încât 
32 e 


(3) AI = [0r + P(3) jara p+r) az. 


= 


i iai (vezi exercițiul 44, cap. I); cp — 6, = —— 


(vezi exerciţiul 20, c)), precum şi definiția lui v,, se obține 


b) Exprimind faptul că dS și dU, date de formulele (2) 


şi (3) sînt diferențiale totale exacte, rezultă 


3 (0; ð fb ð ôl 
i i G EF —— =s 
(£) A AFIL ap (02 + E] 
ENE. (p+r Ai =r) 
IT IF 97], 


c) Fie capacitatea calorică la lungime constantă, 


0, = Ea . Din (1) şi (4), se obține atunci 
Li i 


a= o= Tir) Gr) - 
97), (oT), 


58. După cum s-a arătat în exercițiul 57 


ôl 
&Q = 0, AT 4- T f AR 
Q = 0r aT 4 Eal 


În cazul unei creşteri izoterme a tensiunii, firului i se trans- 
feră energie prin contact termic. În adevăr, avem atunci : 
Qr = rip] af > 0, deoarece ( 27.) >0. 
97 F 97 F 
59. Variabilele care caracterizează firul, F, 1 şi T, sa- 
tisfac ecuaţia de stare f(F, l, T) = 0. Aceste variabile veri- 
fică o relație de tip b) din exercițiul 1, cap. I 


F (3) ôl 
= 1, — 
A. l Je [zi 


sf eadi (IE) e ua 
27), (ôt Jr loz]e 


60. Întrucît tracţiunea firului este izotermă, avem d T = 
= 0 şi deci 


a= dp = aF, > Al =F, 
Y 
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unde Y = los 2 este modulul lui Young. Punînd în 


T 
relația (2) din exercițiul 57 dT = 0 şi utilizînd formula (4) 
din acelaşi exercițiu se găseşte 


9 
ag = bar = Fa aF = M, dF, >AS =À hF. 
T 27], 
Ca urmare, 


Q = TAS = Alp TAF, > Q = A lh TF. 


Transformarea fiind izotermă, relația (3) din exercițiul 57, 
în care se ţine seama de expresia pentru b, dată de formula 
(4), se reduce la 


ol 9 
dU =| T| — F| — dF = Tha dF 
| PE Fa sd iii 


Lih F 
— FAF, > AU = Fh | aT 4). 
Par in | 3 zF 


61. a) 45 = (377) 
97 


l 


3 
wH) Ata hp E -p dl, 
Ôl Ja 7 lo), 


unde s-a utilizat definiţia 0, = ae precum şi relația 


d 
; 98 ô 
de tip Maxwell (2) = — [23] . Ea rezultă exprimind 
7 
condiția de diferențială totală exactă pentru energia liberă 
dF = —SdT + fdl. Pe baza expresiei lui f, presupunind 
0, = const, se găseşte 


2 
ieg di (x) ju = 
T Be NTs 


al? al? 


S=89, +0, nT — 0 
2 3È 
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De asemenea, deoarece dU = TdS + fdl, vom avea U = 
= 0,T + U, şi ca urmare 


p p 
Est-fpsa Dot i F |, 
o B 


F =U — T8 = F, + 0, T (1 — nT) + 


aT aT 
Po = U, — TS 
+ 214 38 , O 0 03 


G =F — fl =F, +0, T (1 — nT) — 


aT? 2a T3 
Zla 3B 


b) Se pleacă de la expresia diferențialei entalpiei libere 
(vezi exercițiul 49, a)) dG = —SdAT + VdP, în care se 
înlocuieşte V —> l şi P — —f. Se ajunge astfel la relaţia: 
d& = —S dT — ldf. Exprimînd condiţia că dG este o'dife- 
rențială totală exactă, se găseşte: i = (32) =E 

Of Jr ? 


9 
= ly A. Întrucât îi < 0 vom avea şi A < 0. 


r 
62. a) Pe baza datelor problemei, avem 


dU = åQ + åL = CAT + (A +h) ds; 


Întrucât dU şi dS sînt diferenţiale totale exacte, se poate 
scrie 


o (alr) lar) 


(20) +2), a $A) 
Ba je T` 97], 
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b) Pentru ca h, dat de (1,), să fie mai mare ca 0 este 


OA i iai ; AA aaa „a Enterta 
necesar ca | ———] <0, adică tensiunea superficială a lichi- 


8 
dului trebuie să fie o funcție descrescătoare de temperatură. 
63. Ținînd seama de expresia pentru d$ din punctul a) 
al exerciţiului precedent, în care se înlocuieşte h dat de 
formula (13), se găseşte 


AI os fi E ce ag e 
T T 
s e\ OP Je 
4 4 e : T (ôA 
În ipoteza că AT < T, de aici se obține : AT = A F] As. 


Întrucît, după cum s-a văzut în punctul b) al exerciţiului 
precedent, (za), < 0, rezultă atunci că A 7< 0, adică 
lichidul se va răci. 

64. Utilizînd formula 0, = gal şi ecuația energiei 


din exercițiul 15, ecuația fundamentală a termodinamicii 
se reduce la 


oU ðU 
dQ = Tag = dU PAV = | —— Pidy = 
9 ză Fo Lr i | 


ðP 
= 0 dT YE 
väT + [23 


av. 


Y 


Se transcrie această relație făcînd înlocuirile: P —> —Á, 
Vs, ce rezultă din compararea expresiilor celor două 


lucrări mecanice: GL = —PAV şi åL = Ads. Ca urmare, 
dA dA 
39 = 0AT — 7 (Se) 35, —> 6Qa = — 7 EJ ds >0, 


Deci, căldură implicată într-o creștere izotermă a, suprafeţei 
este mai mare ca 0, întrucît, după cum am văzut în punctul b) 
din ex 62 Ta <0 

"197 ) i 


8 


65. a) AS = AS, + AS, + AS}. 
1) În tranziția : lichid la 1 atm şi 110°0 > lichid la 1,4 
atm şi 110°C, avem $, = const şi deci AS, = 0. 
2) În tranziţia : lichid la 1,4 atm şi 110°C — vapori la 
. 4 
AR E T 
T 383,15 
3) În tranziţia: vapori la 1,4 atm şi 110°C — vapori la 
1 atm. şi 110°C, energia internă nu variază, astfel încât 


1,4 atm şi 1100, avem AS, 


E EE U 


= Rim 1,4 = 2,8 J/K. 


Sumind toate contribuţiile, se găseşte: AS = 106,8 J/K. 
b) Dacă în etapa a treia vaporii de apă nu pot fi tratați 
ca un gaz ideal, avem, conform uneia dintre relațiile Max- 
; TUAN OS 9V 
well din exerciţiul 49, a): = - |. „ceea ce 
OP Jr ôT jp 
în condiții izoterme ne conduce imediat la 


98 ag 98 ov 
asat Ey ap [28 =ar) ar =ar) dP. 
Ga +r, ðP m P 


În consecință, 


Po J 
Ag — - (2) aP al (3 4 046 ) dP = 
37 5 p, P 


Pa Pa 
= 24 2e. +0,46( "AP = AS, + 0,46 10% x 
a P 


1 Pı 
x0,4- 1,01. 105 = (2,8 + 0,019) J/K. 


Evaluarea făcută arată că această corecție de 0,019 J/K, 
care se datorește caracterului neideal al gazului, este negli- 
jabilă,. 
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66. Deoarece energia internă U = uV, vom avea dU = 
= =udV + Vadu, astfel încît 


asat? ATHERE L 4VoT AT +$ oTa, E 
7 


>S = dop. 
3 


Atunci 


Fe- T8 — uV — 18 = ->o yT, 


H= U + PV =Å oV T4; G = H — T9 =0. 


67. Se consideră în planul PV un ciclu Carnot infini- 
tezimal în care substanța de lucru este gazul fotonic. Despre 
gazul fotonic se ştie că exercită o presiune P = u/3, unde u 
este depsitatea de energie, funcție doar de temperatură. 
Lucrul mecanic efectuat coincide cu suprafața ciclului şi 


este egal cu: — GL = d Pay = ia dV. Energia transferată, 
sistemului sub formă de căldură va, fi: åQ = dU + Pay = 
= d(uV) + PAV = ud V + Pay — = udV. Atunci randa- 


mentul 

R= m + PR >u = oTt (relaţia Stefan-Boltz- 
dQ 4u T 

mann). 


68. Energia absorbită de satelit de la Soare este dată 


2 
de expresia : (4r R2 - arh ( A ) La echilibru ea este 
47.D2 


egalată de către energia radiată de satelit şi anume: oTt» 
"42. Ca urmare 


Ti = TOR? AD? = a2T1J4, > T — 288 K. 
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69. a) Plecînd de la definiția capacității calorice, se 
calculează 


Ge- 
HER, 


ilizată relația M H SĂ apa (3) 
i axW 
unde a fost utilizată relaţia, A e = ), ôT Je’? 


(vezi exercițiul 49, a)). De aici, prin integrare, se obține 


P ( 8Y 
Cp (P, T) = 0x(Po T) — To pui ) az, 


care, ţinind seama de ecuaţia de stare dată în enunţ, devine 
P Ir 
0r (P, P) = OA Po T) — T| A(T) F- + B'CTXP — Pa)]+ 
0 


i CO pa — 22) + e}: 


În mod analog, se evaluează 


807) _ T PE , pe baza relației Maxwell ( ar] = 
9V jr aT? Jy oV jr 
= -i , de unde, prin integrare, rezultă 


CT, 7) = Cx(T, Vo) + a| 4 In zZ = B (PUP 
0 


d. 
— V 3) e ese E 
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12 —c,325 


b) În cazul gazului ideal: A(T) ~ T, iar B=0= 
2 
= .. . =0, astfel că (r 
872 


= 0. În consecință, (e) =0 
P ôP jr 


70. Plecînd de la definiția capacităților calorice şi uti- 
lizînd proprietăţile iacobienilor, se pot stabili următoarele 
formule pentru capacitățile calorice 0, şi 0, (vezi exerci- 
tiul 52) 


ðP 12 f P \ 
Os = Op T| —— : 
e Ati [i al. i 


ôV \2?/ ôy j 
0, = 0 TI == — š 
RE ( Lir]. 


Din ele se vede că în condiţiile cînd se cunoaşte ecuația de 
stare a sistemului, dependenţa, de temperatură a capacităţii 
calorice la presiune constantă rezultă din cea a capacităţii 
calorico/la volum constant și invers. 


71. a) Se calculează variaţia energiei libere F şi a ental- 
piei libere G ţinînd seama de expresiile energiei interne şi 
entropiei unui gaz ideal, deduse, respectiv, în exerciţiul 46, 
a) , cap. I şi în exercițiul 18, a) 

AF = A(U — 78) = AU — A( T8) = CAT, — T) — 

— R(Teln Va — T, In V,) — OT, la T, — 
— Din?) — (T; — So; 
AG = A(P + PV) = AP + A(PV) = AF 4- RAT. 


înlocuind aici: V, = Va =11, 7T, =273K, 1,=—313K, 


0, = 20,9 J/K mol (întrucît gazul este biatomic), rezultă — 


AF = (— 12 061,2 — 400 89) J/mol; AG = (—11 221,6 — 
— 400 89) J/mol. 
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b) Un calcul similar, făcut în variabile P şi T, conduce 
la 


AF = (—16 640 — 400 8) J/mol; 
AG = (— 15 884 — 400 80) J/mol. 

72. Pentru calculul variației entropiei se utilizează, 
formula, (2,) din exerciţiul 18, a), conform căreia : S = So + 
+ Op In T — R InP. În aceste condiţii 

AS = S(T, 100) — S(T, 1) = —R(ln P, —ln P) = 

= — Rin 100 = — 38.2 J/K. 


Transformarea, fiind izotermă, variaţia energiei interne va, fi 
nulă și ca urmare, vom avea 


AF = A(U — 78) = AU — TAS = — TAS = 
= RT in 100 = 11,2 kJ. 

AG = AP + PV) = AP + A(PV) = AF = 11,2 kJ. 

73. a) Destinderea, gazului avind loc liber, în condiţii 
adiabatice, avem L = 0 şi Q = 0. Din principiul I rezultă, 
atunci că şi dU = 0. Dar 

ôU dU 

dU = | — ]| ar —- ] dry. 
( oT ), ui ( oy ) 


În cazul gazului ideal Ea = 0 şi deci dU =(32-) x 
OV jr 27 jy 
xd7 = 0AT =0. Cum 0, este £ 0, de aici rezultă că d T — 0. 
b) Conform formulei entropiei unui gaz ideal din exerci- 
tiul 18, a), avem pentru stările iniţială şi finală, 


S; = Bo + 07 In T + RinV,; 
S, = 85 + Orin T+ Ba (V,+ Va 
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Atunci 


AS = Sp — Be Rin( 1 + A) >0. 


1 


74. Pentru un proces în care stările inițială şi finală au 
aceeaşi temperatură T, şi presiune P, avem 


AG = A(U + PV — 78) = AU + P, A V— TAS; 
AH = A(U + PV) = AU + PAV, 


de unde se vede că: AG = AH — T, AS = —1,05: 105 J/mol. 
75. Indicaţie. Se înlocuieşte expresia volumului, dată 

de ecuația de stare, în relația V = S şi se integrează. 
Se obține în acest mod entalpia liberă a sistemului. Cu ajutorul 
p- Si 9 Ze Erata A 
ei, din formula S = — a se determină entropia şi apoi 


P 
din relsţia H = G + T9 şi entalpia. 


76. a) Luînd în consideraţie formulele 0, = T [37] 
z 
A 1/(9V e ai eu 
şi «= iz „ se evaluează pe baza proprietăților 
Vi 97 je 
iacobienilor 


98) _ (S, P) _0(8,P) 9(7,P)__( 98) (97 Cr 1. 
( i ( J ka T Va 


9Y le oV, P) 9(7,P)9V,P) \aT)AoV je TVo 


De aici se vede că întrucît: T > 0, V > 0, Cp > 0, semnul 


derivatei sF) coincide cu cel al coeficientului z. 
P 
b) În acest caz, ecuația de stare a gazului este de forma : 
P = Tf(V). Aplicînd una din relațiile Maxwell din exercițiul 
49, a), vom avea 


G-E e 


Deoarece P şi T sînt mărimi mài mari ca 0, înseamnă că 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


(35) >0, adică entropia crește odată cu creşterea volu- 
T 


mului. 

77. Electrostricțiunea reprezintă fenomenul de defor- 
mare al unui dielectric sub acțiunea cîmpului electric. Se 
consideră un dielectric ce umple interiorul unui condensator 
plan, avînd aria armăturilor s şi distanța dintre armături d. 
Lucrul mecanic furnizat sistemului pentru variația volumului | 
dieleetricului cu dY şi a sarcinii armăturilor cu dg, este | 


åL = Lume + Loa = — PAV + ọ dg. 


unde ọ este potențialul electric. În acest caz, ecuația funda- 
mentală a termodinamicii se scrie sub forma 


() TAS = dU — åL = dU + PAV — ẹdọ, 


iar expresia entalpiei libere G se generalizează astfel: G = 
= U — T8 + PV — oq. Atunci, pe baza ecuaţiei (1), se 
obţine 
dG = d(U — 18 + PV — ẹq) = — SAT + VAP — qdọ. 
Întrucît dG este o diferenţială totală exactă, LLA PEP 
Ọ je 


E . Dacă armăturile sînt fixe, ținînd seama de for- 
e 

mulele: V = ds, E = o/d, q = Ds, D = sE (V — volumul 
dielectricului; D — inducția electrică), se ajunge la 


(),= (35) a 
99 Je 32], d (ôP E 
LE EAE 
y ðP), 
care integrată, dă: Ld = a ( 7) A 
LA 2 P Je 


„78 Într-un dielectric, neglijind lucrul mecanic de va- 
riație al volumului, avem dL = HVAD (vezi exerciţiul 28, 
b) , cap. I), astfel că ecuaţia fundamentală a termodinamicii 
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devine 
(1) dU = TaS + EVdD. 


şi de aici 


ô Ha 1 de 
Op = = 0 — VET iar 
j ( 97 ), di aTe’ 


De aici, ţinind seama că pentru un dielectric omogen şi 
izotrop D = e(T)E, se găseşte pentru variația energiei 


liber 7 pp 2 
ibere | k Os — 0s =E) 
aF =4(U-T8)= — BAT + EVA D>äF,—=EVäD=d p. r) , aiki 
€ 
AF 4 Dee ôg ` „(08 
de unde, prin integrare, rezultă: P(D, T)=F(0, T)-+ ui d — 73. Pe baza formulelor: Cp = l şi a = 
: € P ) m 
Atunci . = — PS (pentru ultima, vezi exercițiul 49, a)), se poate 
OP VD: dfi Je 
N = — Soneran: = S 0 di maano = kae Ri rie 
lr, i ( , ) 2 iA aj : Serie 
= : A y y 7 
iar | as = (7 aT aE. apa ear- PEN anp, 
aT P OP g T 917 e 
Pee m FIP i d fi 

(2) U =F + TS = U(0, T) 4 — 7 ji 

2 Le aT \e în care se face substituţia: P > —H, V > M. Ținînd seama 
Ca urndare | că procesul este adiabatic , se obţine 
_[dU) _ VD? m d? (1 | y 
(3) Cp e Heo an ( 3 ): cnd T + [ar] aH =+0, 

| óT ju 
Ecuația (1), în care se înlocuieşte TdS cu d), mai poate fi CH 
scrisă sub forma Ca ajutorul legii lui Curie M = pe se calculează derivata 
(4) d(U — EV D) = dQ —VDaB. | o M CH A e a 
— | = ————. Atunci 
| ôT ), L 


Introducind entalpia dielectricului 


ĉe AT = SAE. dH —0, sau const k AP CHAH, 
(5) H= U — EVD, gi T 
de unde, integrind, rezultă 
rezultă, după cum se vede din (4), Oz = (şa) „Înlocuind ti A 20 dc a 
E = a 

4 = x F È d 4 2 
(2) în (5), se găseşte: Ha = U(0, T) +> VE? [e — e} o const in 5 = oH ‚> T'= T exp (a«H?), a= SE 

a 2 aT i T 2 const 2 
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80. a) u = (52) _ AT, H) _ ô(T, H) ô(T, P) 


ôP ô(P, H) ê(T, P) ô(P, H) 


(1) -(02) (22) a a _v], 
ôP jr \0Hj]s © T Je 
unde în ultima egalitate s-au utilizat formulele: Cp = 
= (32) = (07) şi (1) din exerciţiul 1, a). 
P 97 AR 


aT 


b) După cum rezultă din ecuația de stare PV = nRT, 
A | a GAA Va 
în cazul gazului ideal | — -e şi ca urmare, u dat de 
P 
formula (1) se anulează, u = 0. 
c) Din ecuaţia Van der Waals, se găseşte pentru un 
mol 


(0) R 3 

— EV NIC 9 CR RI 

ôT jp RP __2a (V — bd), 
V—b y? 

£ 


-> uy = 


1 kapa — b) + a] 
Op RTV? — 2a(V —b)? 
f i : | ôT 
8i. a) La temperatura de inversie Top S] =0. 
Pe baza relaţiei (1) din punctul a) al exerciţiului precedent, 
se găseşte atunci 
a zu A 
7, =V pă a 
927 Jp 


Calculul derivatei de la numitor se face logaritmînd ecuația 
de stare, ceea ce dă 


(z n/T) + (a EYT) pp 2007 — b), 
ar) = 1/(V — b) — a| RTV?, ? RV 


b) Ecuația curbei de inversie în planul PT se obține 
eliminînd volumul din ecuația de stare și relația care dă tem- 
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peratura de inversie a gazului, stabilită în punctul a) 


P(V — b) = RTexp| — 
(V =b) »( = 


de unde rezultă: P -$ s ere (3 l ) 


82. Într-un proces Joule-Kelvin, entalpia molară ră- 
mîne constantă, adică h; = hp. Întrucât h =u + Po, uti- 
lizînd relația din enunț, vom avea 


Pa, — Pios = up — w; =6y( T; — T) — a ==5] . 
Vr Vi 
Pe baza ecuației Van der Waals, ea devine 


1, ee -f Ror => n(o E )= za), 
Us zi b v;—b Ă 


de unde, neglijind contribuţia lui b, se obţine 


2 1 
T T; = > SE — 1,6 = ‘j.e 
f rÀ ge ps) SK ( =] 


83. a) 1) Inegalitatea fundamentală a termodinamicii 
TaS > dU — åL 


integrată în condiții izoterme, dă 


T f 
a) -I< -f av=+ rf AS = —(0,—U) +78, — 


t t 


— T&S; = (U; — 78) — (U; — 787) = —AF. 
2) În cazul cînd sistemul nu efectuează lucru mecanic, 
dL = 0 şi (1) se reduce la AF < 0. Aceasta arată că la echi- 
libru energia, liberă ia valoare minimă. 
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b) Conform celor din punctul 1), avem :—L ra = — AP= 
= —(AU — 749). Deoarece pentru un gaz ideal: AU = 
= 0p(7, — T) (vezi exerciţiul 46, a), cap I), iar AS = Opx 
x în (T/T) (vezi exerciţiul 18, a)), va rezulta, 


Lux = OAT — To) + 077, în A ; 


84. a. 1) După cum am văzut în exercițiul precedent, 
în orice transformare izotermă: —L < —AF. Dacă în plus, 


avem şi P = const, atunci —L = (Pav == P( dy = PAV = 


= A(PV) şi ca urmare A(PV)< —AF, > A(P+PV)=AG <0. 
De aici se vede că în procesele ireversibile, care au loc în con- 
aiţii cînd P și T = const, entalpia liberă, descreşte, avînd o 
valoare minimă în starea de echilibru. 

2) Se pleacă de la inegalitatea fundamentală a termo- 
dinamicii 


Tas > dU — åL, unde åL = — Pay — $, Ada, 


ultimul termen din expresia lui GL reprezentind lucrul 
mecanicsal altor torţe decit cele de presiune. În acest; caz 


dG = A(U — TS + PV) < —Să7 + VåP + X Yaz, 


de unde rezultă că în condițiile în care P şi T = const, &G < 
< =J, Xde, adică variația entalpiei libere reprezintă lu- 
t 
crul mecanic minim furnizat sistemului de alte forțe decit 
cea de presiune. Observaţie. Dacă am înmulţi inegalitatea 
obținută cu —1, ea devine —dG > 5, X,dx, ceeace înseamnă 
t 
că variația cu semn schimbat a entalpiei libere reprezintă 
lucrul maxim efectuat de sistem în condiții cînd P şi T = 
= const. 
b) Pe baza observației din punctul precedent, avem 


— Lea = — AG = A(U + PV — T8) = 
P VaP 


— (AU + PAV — T,A8) =P, Va — V) — r| -= 
Pi 
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Pa 
= Bz a 7Rţ E PoE 3 + 
P, P, AP a A 


-+ ETa lu i, 


2 


unde s-a ținut seama că în cazul gazului ideal, în condiții 
izoterme, sînt valabile relațiile: PV = RT, AU = 0, 
PAV = — VăP. 


A 
85. a) dH = TAS + VAP =0, >( CA LAE 
Pj, T 
b) dU=TaS— PAV =0, >. Fl MEATA 
aV jo T 


86. a) Din ecuația fundamentală a termodinamicii, 


dU = Tag — PAV, rezultă că: T= e îi 


= o . Atunci, utilizînd proprietăţile iacobienilor, 
S 


precum şi formula 0, = T [a] , se deduce 
oT Jy 


wos (ery. Aed 


av: 08: \ avos ôV, 8) | 
| 
= APT) _ APT) 8(V,T) _ | 
9 (V,8) êV, T) 9(Y,8) 
s2) p e ft), 
GEH l 985 s O; =a 
1(0V 1 
b P i d fi iți 3 k = — —] ——— k = — — 
) Prin definiție : kr ie E A 7 x 
əy Za, ôT T (0V 
al ) . Înlocuind ) =(28) za, si ) = 
3P ]; [282], Las), Or 'lov:), 
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= — ( a în relația dedusă în a) se găseşte 
S 


-22 HZ- -H 
0,1 aV Js los/v 0, R 


de unde rezultă imediat afirmația din enunț. 

87. În condițiile unui sistem izolat, la echilibru, entropia 
realizează un maxim și, prin urmare, din condiţia generală, 
de extrem, vom avea : (S)y,y,y = 0. Se consideră un sistem 
bifazice, pentru care 


U =U + VU,; V=V + Va; N =N, + Ny > 


Ea èU TER dp èU ; SV, = —òV,;; èN, == — ôN. 
Atunci l 
98 28 98 98 
SI em st VU -SU sad- r 
w tan, ti ty et 
d 25. o, 2S ay 
d i ON, 2 


Utilizind expresiile derivatelor parţiale ale entropiei ce rezultă, 
din ecuația fundamentală a termodinamicii, TaS = dU + 
+ PAV — „AN, unde y este potenţialul chimic al sistemului, 
se obţine 


ès =| ——— VETI, d JAN 
E z) iH 727, 


de unde rezultă că: T,= T, =const, P, = P, = const, 
Ha = ha = const. Aşadar, la echilibru, parametrii intensivi : 
presiunea, temperatura şi potenţialul chimie, trebuie să se 
m cari constanţi în orice punct al sistemului, indiferent 
e fază. 
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83. Fie inegalitatea fundamentală a termodinamicii : 
TaS > 4U + PAV. Deoarece G=U + PV — T9, vom 
avea atunci 


dG = d(U + PV — T8) < — SAT + VåP. 


De aici se vede că în condiţii cînd P şi T sînt constante, 
dG < 0, adică entalpia liberă descrește realizind un minim 
în starea de echilibru stabil. Notînd cu G entalpia liberă a: 
sistemului într-o stare de neechilibru şi cu GQ, valoarea ei la 
echilibru, vom avea AG = @ —G,, iar condiţia de minim a, 
entalpiei libere poate fi scrisă sub forma 


AG >0, sau 50 = 0, XG >0, 


unde anularea primei variaţii este condiţia necesară de 
extrem, iar inegalitatea èG >0, condiția suficientă de sta- 
bilitate a echilibrului. 

89. Apariția întîmplătoare a unei picături de lichid 
poate servi drept bază pentru formarea fazei lichide, dacă, 
mărirea dimensiunilor ei este însoțită de o micşorare a ental- 
piei libere, G. Lucrul acesta se întîmplă dacă descreşterea 
funcției G, care se manifestă la trecerea moleculelor din stare 
instabilă de vapori în cea stabilă de lichid (9,< gy) preva- 
lează asupra creşterii funcției G, ce se datorește lucrului 
mecanic al tensiunii superficiale. În condiţiile problemei, 
variaţia entalpiei libere 


aG = VAP — SAT + Ads + usdN; + up dNy, 
unde s este suprafaţa picăturii, uz şi up — potenţialele chi- 


mice ale fazelor lichidă și de vapori ( us aN „iar dN, 
$ N, 

şi AN, — variațiile numerelor de molecule corespunzătoare. 

Dacă P şi T = const, vom avea 


dG = Ads + uzAN, + updN, = Ads + gdm, + gyämy, 


unde m, şi my sînt respectiv masa apei și cea a vaporilor. 
Notînd cu r raza picăturii 


ds dy 
= A —— — -= 
dr + (9z Ir) PL dr’? 
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| 
| 
d 
| 
{ 
| 
| 
f 
| 
| 


unde s-a ţinut seama că : dm = —dmyp şi Mm, = pr Vm (V — 


volumul picăturii). Impunind condiţia ca la echilibru ao = 


T |z=ro 


:= 0, pe baza formulelor : s = 4n7?- şi V, = 4r r3/3, obținem 


t= A = 6,2 107m. 
Pr(9r — 9x) 


30. a) În absenţa cîmpului extern, condiţia de echilibru 
cere ca potenţialul chimic u să fie constant în tot sistemul. 
Pentru a deduce condiţia valabilă în prezenţa cîmpului 
extern, se împarte sistemul într-un număr de faze ce conţin 
fiecare cite N, particule, (N = 3; N,). Variația entalpiei 


libere pentru fiecare fază este dată atunci de formula 
dG, == V.dP, — ST, + (us + ®,) daN, 


unde d, este energia potențială a unei particule datorită 
cîmpului extern. Deoarece P şi T = const, vom avea la 
echilibru” 


dQ = 3, dG, = 3, (u: + AN, = 0, X dN, =0. 
i [i r 


Din cele două relații, pe baza metodei multiplicatorilor lui 
Lagrange, (vezi anexa IX), obținem 


$ (u: +2; —a)dN; =0, —> pu + O, = a = const. 
Deci, condiția de echilibru, este în acest caz : u + O = const. 

b) Se înlocuieşte în condiţia u + © = const, expresia 
potențialului chimic u dedusă în exercițiul 92 şi anume 
u = kT InP + f(T) şi O = mgh, pentru o particulă de masă m 
aflată în cîmpul gravific la înălțimea h. Se obține astfel 


kT nP + mgh = const, >P = 0 exp ( — 2 ) 
tè 


care este formula barometrică. 
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91. Fie un sistem a cărui stare este descrisă de variabi- 
lele æ, şi æ, şi funcțiile generalizate corespunzătoare, y; şi Yz 
Dacă f(a, 42) este o funcţie de stare a sistemului, atunci şi 
Í — 2 — aa va fi tot o functie de stare şi în consecinţă 


dara Jx da a dy Jy da Jy 
Pe baza acestor relaţii, utilizînd proprietăţile iacobienilor, 


se găseşte 


(=) 2 (Lr, Vo) — (a Vo) Oy Ya) 
Yi Jra Alyy Va) lY Ya) Ola La) 


(2 ELC <) 
Oy, Ya 0ya Yı Dara Yı 8 Ya 


Ya 


= 


[53 


a 
deoarece din condiţia de echilibru, 


>>0. Înegalita- 
Yı 


2 

tea găsită exprimă principiul Le Chatelier Braun şi ea se 
interpretează astfel. Acţiunea externă, y, determină schim- 
barea parametrilor a, >, ya. Se ia mărimea ôx;/ðy, drept 
măsură a acestei acțiuni. La început, cînd y, îşi păstrează 
Încă valoarea sa inițială, acțiunea externă va fi caracteri- 
zată prin derivata Pa 

Vi Jy: 
se va instaura o nouă valoare a coordonatei v, şi acţiunea 


. Cu trecerea, timpului, în sistem 


exiernă se va caracteriza prin derivata, (=) despre care 
Vi Jr 
s-a arătat că este inferioară primei. 
92. Conform formulei entalpiei unui gaz ideal, stabilită 
în exercițiul 50, 
G = Go + OpT(1 — nT) +n RTP, Gi = H, — 78. 


Ținînd seama că nR = Nk, unde N este numărul de particule 
ale sistemului, această relație poate fi scrisă sub forma 


G = Nk [f(7) + TnP), 
unde f(T) = [Go + 027 (1 — InT)] (Nk) =. 
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Întrucît pentru o substanţă pură, u = @/N, de aici rezultă 
următoarea expresie pentru potenţialul chimic al gazului 
ideal: y =k [AT)+ TnP]. - 


93. Indicaţie. Integrind. relația (7 = 04], obținem 
entropia. Se ţine apoi seama că: dF = —sSdT — PAV + 


+ udN, din care rezultă — 8 = (F zi 
relația aceasta furnizează energia liberă F. În continu- 
are, potenţialul chimic şi energia internă se obţin respec- 
tiv din formulele: u = (23 mM U =F + TS. Preci- 
zarea funcțiilor provenite prin integrare se face cu ajutorul 


relațiilor : (3) = — P = — NKT 
9V jrw 


. Prin integrare 


şi @ =F 4+4 PV =F + NkT = uN. 
94. Din ecuația dată, rezultă 


AQ=4(—PV)= — PAV —VaP=— PAV — SAT — Y; N, dgs 


ceea ce arată că Q = —PV este într-adevăr funcţie carac- 
teristică în variabilele V, T şi u. Proprietăţile termodinamice 
ale sistemului se obţin atunci cu ajutorul următoarelor for- 
mule 


(29 == (B) =s (22) = -r ee 
GAA Tui ôT Vui du; V.T 


95. O funcție f este omogenă de grad g în variabilele 
Bjs La ès. n, dacă 


(1) FX 2 YBa eee) = Yf (8 Za...) 

-Are loc în acest caz teorema lui Euler, care afirmă că: 
y nL = qf. Ea poate fi dedusă derivînd (1) în raport cu y 
i d ă 

şi punînd în relația obținută y = 1. În cazul de faţă, pentru a 


arăta că potenţialele chimice sînt funcții omogene de grad 
nul în raport cu numărul de particule, trebuie demonstrat 
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du, 
E = 0. Într-adevăr 


II 2 e par-20)- 28 


f INAN, ON, ON,] ON, 
00 0 
ôN, ƏN, 


| J6. a) În cazul sistemelor cu număr de particule varia- 
bil, avem i 


dG = — SAT + VaR + paN, 
Dacă. sistemul este unicomponent : G(P,T,N) = Nu tP, T 
i ; : u (P, T) 
şi deci AG = Ndu +u dN., Coniruntind această | relaţie 
cu cea de mai sus, se obține 


(1) Ndu = —S dT + VAP, sau dp = — sd T + vdP, 


Condiția de echilibru a două faze cere egalitatea, parametrilor 
intensivi, adică, în particular, 


Wa (P, 1) = u (P, T) = du (P, T) =d p (P, T). 


Pe baza relației (1) se găseşte ecuația diferențială a curbei 


de transformare şi anume: ar = (33 — S) /(V — a). 


Saltul entropiei fiind legat de căldura molară a tranziției, 
à, prin formula : A = T(s, — s,), se ajunge, în final, la ecuația 
Clapeyron 

dP A 


(2) 2 
aT Tw, — v) 


b) Presupunind à > 0 (tranziţie cu absorbţie de căl- 
dură), avem din formula (2), dP/47 >0 pentru v, >a şi 
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13—e.325 45 


invers. Aceasta înseamnă că la o tranziţie în care volumul 
creşte, temperatura tranziţiei creşte cu creşterea presiunii 
(de exemplu, în condiţiile fierberii unui lichid), în vreme ce la 
o tranziție însoţită de micşorarea volumului (topirea gheții), 
pe măsura, creşterii presiunii, temperatura tranziţiei scade. 

c) Neglijind în (2) volumul lichidului în raport cn cel al 
vaporilor (ve >v) şi utilizînd ecuaţia de stare a gazului 
ideal : ve = RT/PMao = 1 699 - 10-îm*/kg, unde Muc este 
masa molară a apei, se obține 


A P 
aP erectie e et a, 
AD T (ve —0) Tre a 


care este comparabilă cu valoarea experimentală: A = 
= 2 253,15 - 10? J/kg. 

97. Se scrie formula lui Clapeyron (vezi exercițiul 96, 
a)) pentru echilibrele (s—g) şi (1—9) 


(Z) Duss, -fir E a. 
AT ji 0—0 ii v — o 


d 

A š Y ý š 
Se face apoi presupunerea că v> 7, și 0, > V, iar sy > Si > sy, 
în virtutea faptului că entropia este o măsură a dezordinii. 
Atunci, vom avea 


(r) Erau aria (4) i 
AT jse v vy aT Ji 


98. Conform formulei lui Clapeyron (vezi exercițiul 
96, a)), 


dP _ A 
dT T(ve —v,) 


Condiţia a) înseamnă că te 3 vz. Neglijind pe vz şi utilizînd 
pentru ve aproximația gazului ideal, ve = RT/P, obținem 


w aP a aT 
relația mea s 
P 


B 
conduce la formula : P ~ exp ( in A 


s care, integrată ţinind seama de a), 
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| 


€ G pa SA . . | 
a" Se utilizează ecuația lui Clapeyron din exercitiul 
96, & : E i 


dP O A 
dT Top — 2) 


În cazul analizat 


Home (=>) =2 118, 7:1073 (1 — n tea 
7,3 5,75 


= — 8,766 + 107? m?/ kmol. 
Atunci wi 


m 
AT = AP ap = — 291: 100: 1,01: 10%: 8,68 


2 2363.10 


= — 12K. 


| 100. a) Punctul triplu (de coordonate P;, 13) este într-o 
diagramă P 7* punctul in care se realizează echilibrul celor 


——.. 


7 


3 faze : solidă, lichidă şi gazoasă. Ca, urmare, în punctul 
triplu, cele „două relaţii din enunţ trebuie să fie valabile 
simultan. Făcînd calculele, rezultă :: T; = 143,9 K. 


* Nu numai în diagrâma PT. 
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b) Conform ecuaţiei Clapeyron 


aP A 
aT To — u) 


unde à este căldura latentă molară, v; şi v;—volumele molare 
ale fazelor inițială și finală. Considerînd vaporii de amoniac 
un gaz ideal, pentru care Pv = RT şi neglijind volumul 
solidului sau lichidului, în comparaţie cu volumul vaporilor, 
se obține 


dP AP 
= [i 
AT RI? 


Și 


> InP = = -+ const ; Mea --const, 


relaţii, care; comparate cu cele din enunţ, conduc la valorile 


à; = 3 754 R = 31,2 102 J/mol; 
às = 3:063R = 25,5 * 10? J/mol: 


c),Se notează cu indicii s, t, v mărimile respective 
pentru %ublimare, topire sau vaporizare și cu indici majusculi 
S, L, G stările : solidă, lichidă și respectiv gazoasă. Atunci, în 
punctul triplu 


AH, = H — H, = He — H, + H, — H, = AH, + A, , 


unde H este entalpia. Ținînd seama că într-un proces la 
P = const, AH = Qp, relația pentru căldurile latente este : 
A = At. Pe baza valorilor obținute în punctul b), 
se găseşte 1, = 5,7 : 10° J/mol. 

101. În cazul nostru, putem scrie ecuaţia care exprimă 
principiul al II-lea al termodinamicii : Tds = dQ, sub forma : 
T(sy — 81) = ^ unde S, şi Sz sînt entropiile unității de masă 
a vaporilor saturați și lichidului saturat. Derivarea 
acestei relații în raport cu temperatura, ţinînd seama că : 
afar) = cp $4 T (72) =c,, rezultă imediat relaţia cerută. 

aL ôT . ; 
102. Punctul triplu (P3, 73) este punctul de intersecție 
a celor 3 curbe de echilibru din figura de la exercițiul 100, 
a), care, pe o distanţă mică pot fi aproximate prin drepte. 
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pentru p determina pe P; şi T, este suficient să se cunoască 
pe curbele de topire şi sublimare coordonatele cîte unui punct 
şi pantele respective. Pe curba de topire se cunoaşte punctul 
de topire al gheții avînd temperatura T = 273,15 K şi 
presiunea P = 1,01.105 Nm, iar pe cea de sublimare se 


curbelor de topire și sublimare se dedue pe baza ecuațiilor 
Clapeyron corespunzătoare 


( ar) S A dP Às 
aT j: T(v, — v) (37), = T (n, — v) 


unde volumul specific al vaporilor. de apă 5 

; 1 e } , pă la T = 273,15K 
şi P = 6,09 - 10? Nm-? se determină cu ajutorul ecuației 
gazului ideal a fi v,= 2,07 - 10? m? kg-1. Atunci, pe baza 
datelor problemei, se calculează i 


aP )\ STON dP 
r) — 13,5: 10 Nm K~; (47) 50, 1 Nm- ?K-1, 
P 
Nm? 
pie Vl ama 
5,0940 |---- 
Pa 
T, K 


Ultima pantă fiind mult inferioară primei, poate fi consi- 
derată orizontală. Urmărind figura, se vede că 


aP A05 — a: 
( ) =—13,5:10°— 01-10 — 808 202 
aT j; Ty 973,15 
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dă punctul: T = 273,15 K, P = 6,09 - 10? Nm. Pantele 


de unde rezultă: T, = 273,16 K, temperatură căreia îi 
corespunde presiunea P = 6,09 : 10% N m-*. 

103. Prin definiție, într-o transformare de speța a doua 
derivatele potenţialului chimic de ordinul II variază dis- 
continuu, în vreme ce derivatele de ordinul I variază în mod 
continuu. După cum se vede din formula: du = —sdT + 
+ vdP (vezi exerciţiul 96, a)), derivatele de ordin I ale poten- 


x E EAA TO Ov). 
ţialului chimic sînt: — s = =] şiv = PA iar cele de 
P t 


: R / E) ( d 92u ) 
d 1 II (ră ——— =| —-] = — dh E E N a ai 
ordinul IT, sin (322 Je i e T 


2 
T ðs z fr n ( 9? u = i = va, unde s-a 
97 jp T OPIT oT Jp 


făcut uz de definițiile coeficienţilor « şi by din exercițiul 
10, cap. I. | 

Ca urmare, la trecerea de la o fază la alta, entropia și 
volumul nu suferă salt : As = 0, Av = 0. De-a lungul curbei 
de transformare aceste formule se păstrează nu numai 
pentru variaţii ci şi pentru diferenţialele lor, adică 


Pg 4 % * 
dâs = Ads = A ar + Ape CAP =0; 
97 Jp P 


7 


aav = Ade =A ( artala] aP = 0. 
97], OP |n 


'Ținînd seama a(i = ~ - „(vezi exerciţiul 49, a)), 
OP jr ôT jp 
cele două formule devin 
aT i A 
dp naie A % dP = 0 ; v(AxdT Rea AkrdP) == 0, 


de unde rezultă relaţiile Ehrenfest 


dP _ Aa Acep | 
aT Akp Toda 
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104. a) După cum s-a arătat în exercițiul 44 


åQ = dh — vaP = ed P + G] — v dP = 
ðP jr i 


=cp AT i ToN aa, 
917 Je 


De aici rezultă că 


dt 
cu = | a 2 îi r( do (z ; 
dz sat 97 P aT sat 


Luînd în considerație ecuaţia Clapeyron : P 
aT 


TA. 
sat TAY 


d x a 
= — și Av Sv, se găseste că 
d 


„Și 


S i a dv 
făcînd aproximaţiile ( 
97 
Csat = Cp — A/T. Întrucît entropia molară a formării vaporilor 
i NE -Pon a e 7 : E 
la punctul de fier bea e, à/ T, este pentru gazele obişnuite de 
ordinul lui 83,66 J/K, în timp ce cp < 41,83 J/K, în aceste 
condiții rezultă csa < 0. 
| b) Se pornește de la observaţia că într-un proces ciclice 
izoterm, lucrul mecanic și prin urmare și căldura (Q = —L) 
se anulează. Într-adevăr, în condiţii izoterme, P = P(V) şi 


lucrul mecanice L = = P(V)AV devine o funcție de stare 


astfel încît variația sa după parcurgerea ciclului va fi nulă. 
Deci, avem pentru o transformare ciclică izotermă 


Q = Qs- + Ara + Qe-s = 0, 


unde Qs-z, Or_e; Qes sînt căldurile transformărilor : solid-li- 
chid, lichid-gaz şi gaz-solid. Pe baza datelor din enunţ, re- 
laţia obţinută mai poate fi scrisă sub forma: à, = M Au Age 

_ 105. a) Fie izotermele fluidului într-o diagramă PV. Pe 
diversele orizontale, în punctele din extremitatea stingă a 
diagramei, fluidul este în stare lichidă, iar în cele din extre- 
mitatea dreaptă, în stare de vapori. Deci, pe măsura depla- 
sării pe orizontală spre dreapta, faza lichidă descreste în fa- 
voarea vaporilor. Tubul fiind sigilat, încălzirea fluidului are 
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P 


Ea 


loc la V = const, ceea ce se reprezintă în diagramă printr-o 
verticală. După cum se vede din figură, odată cu deplasarea 
pe verticala AB (pentru care V > V.) de la A către E (pe 


ph. aa 


pu 


äi | 
| 
AM l Diea i se za 


Vo i V 
v Wa e 
măsură ce temperatura creşte) raportul lichid/vapori des- 
creşte pînă cînd în B (T = 7,) fluidul este în întregime sub 
formă de vapori. Ca urmare, pe măsură ce temperatură creşte 
meniscul în tub scade, dispărînd la fundul tubului. | 

b) Pentru V & V, fie verticala A'B'. Deplasarea de 
la A” către B’, însoţită de creşterea temperaturii, conduce la 
creşterea raportului lichid/vapori pînă în punctul B’ cînd 
sistemul se găseşte în întregime în stare lichidă. Corespun- 
zător, în tub meniscul creşte pînă cînd dispare în vîrf. 

c) În cazul cînd V = VY, prin deplasarea de jos în sus pe 
verticala corespunzătoare, raportul lichid/vapori rămîne 
finit pînă la atingerea temperaturii critice, T, , peste care 
fluidul există doar sub formă gazoasă. Atunci cînd tempera- 
tura creşte meniscul rămîne în interiorul tubului și dispare 
doar cînd este atinsă temperatura critică. 

106. La echilibru, entropia S(U, V, Ni, ---, Na) este 
maximă. În ipoteza că U şi V sînt fixaţi, condiţia de echilibru 
se reduce la . 

98 E 
(1) as = 3 ( ) AY, = 0, 
ONJU: VNjgi 
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unde se pot introduce potențialele chimice ale substanţelor 
date de formulele : u; = — a 

ôN, 
numerele de particule ale diferiților componenți nu variază 
independent ci sînt legate prin ecuaţia reacției, rezultă că 
dN; ~ v: Ca urmare, din (1) se obține atunci condiția de 


echilibru chimic Y vi u = 0. 


) . În plus, deoarece 
U, V, N, 


$ 

A 107. a) Fie un amestece de gaze ideale ce formează o 
fază omogenă, în care are loc reacţia chimică de echilibru 
ZA; = 0, unde A, sînt simbolurile substanţelor care reac- 
iers iar v; — coeficienții stoichiometrici ai reacției. 
nlocuind în condiția echilibrului chimic, stabilită în exerci- 
tiul precedent, expresia potențialului chimic al gazului ideal 
drezei 92 şi anume : u = k (fi (2) + Tln Pi), unde 
; este presiunea parțială a componentului .i, legată de 

fracția molară q; prin formula v; = P,/P, obţinem 


Su = | Sf (0) 7 gwn (Pa| ar 
i i | i 
Luînd exponenta acestei relaţii se ajunge la, legea acţiunii 


maselor 


e Tag A 1 PREA r 
Ia; =P * exp (-3 È fi cn) = EP, Th 


unde X este constanta de echilibru chimic. În conditiile cînd 
presiunea și temperatura sînt date, Jf ey = const, indiferent 
r3 A 


de starea iniţială a sistemului. = 
b) Conform: legii acțiunii maselor, dependenţa de pre- 

siune a constantei de echilibru, K, rezultă din evaluarea deri- 

vatei 

Ev 


(din K i 
g > A 


3 


ðP P 
din care se vede că semnul derivatei depinde de semnul sumei 
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Ev, Pot avea loc trei cazuri : 
i 


1) Ev, >0, adică reacţia merge cu creşterea numărului 


i 
de molecule. Creşterea presiunii duce în acest caz la mico- 


rarea constantei K. | 
2) Ev; <0. Cu creşterea presiunii constanta de echi- 


libru creşte. Reacţia continuă,  micşorîndu-se produsele 
iniţiale şi sporind cele finale. 

3) X v = 0. Numărul de molecule este constant. Con- 
stanta de echilibru nu depinde de presiune. 

c) Procedind ca în punctul precedent, se stabileşte relaţia 
dată de Van't Hoff şi anume 


- 1 må ij: 9 
fi Ja = du Y ( T A = ma Èv (97,2) “a 
OTP P (a F aT kT? 3 ôT 


unde s-f utilizat faptul că G = $, N; gi, luînd pentru entalpia 


Li 

liberă specifică expresia dată în exerciţiul 92, precum şi for- 
mula entalpiei specifice, h; = g; + Ts, După cum se vede 
din formula dedusă, sînt posibile cazurile: 1) @p >O, 
cînd reacţia este endotermă (absoarbe căldură) şi avem 

din. K 
(se. 
produselor reacției. 2) Qp < 0, reacția. este exotermă şi 


(a) < 0. Cu creşterea temperaturii, echilibrul se depla- 
P 


) > 0. Echilibrul se deplasează în sensul formării 
P 


oT 
sează în sensul unei reacții endoterme și invers. 

108. Q, = AU + PAV = A(U+ PV) = AH. 
Din ecuaţia Gibbs-Helmholtz, avem următoarea formulă 
pentru entalpie 

ôG ð (AG 
—0+178=0-7 An =). 
cet Acta ( 97 ) P TT 

Variația entalpiei libere, G, într-o reacție chimică reversibilă 
ce are loc în condiții cînd P şi T = const, poate fi evaluată 
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astfel 
AG = Yu AN, = Şi u vi = — kIlnK(P, T) + 


3 i 


HET Y vIn ap 


$ 


unde v; sînt coeficienții stoichiometrici ai reacției, iar K(P, 
T) este constanta echilibrului chimic. În ultima egalitate a 
fost utilizată expresia constantei Æ din punctul a) al exer- 
ciţiului 107. Înlocuind, obţinem atunci 


„2 | 
Qp = r d Eh 


109. Deoarece în reacţia dată 3,v, = 0, constanta de 


á 4 

echilibru chimie, K, nu va depinde de presiune şi va avea 
expresia : K(7) = ngns nny. 

110. Scriind reacţia chimică sub forma $) w4; = 0, 

$ 

unde A, sînt simbolurile substanțelor care reacționează, iar 
v; Sînt coeficienții stoichiometrici ai reacției se determină : 
yY = l, yv,= l, var = —2. Legea acțiunii maselor va fi în 
acest caz (vezi exercițiul 107, a)) 


2a, try ta. = K (P, T). 
Dacă y din cei 8,1 moli de H, inițiali intră în reacție cu y moli 
de I; (din totalul de 2,94 moli), vor rezulta, în urma reacției, 
2y moli de HI. La echilibru 


Sl 2,94 — y 2y 
nee ee e e 
8,1 + 2,94 8,1 + 2,94 8,1 + 2,94 


Înlocuind în legea acţiunii maselor, se obţine 


(8,1 — y) (2,94 — y) 


Ty? = 0,02, — y = 2,82 


şi deci numărul de moli de HI vå fi nm = 2y = 5,64. 
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111. Într-un sistem format din c componenți și p faze, 
diferenţiala entalpiei libere are expresia 


e $ 
dG = — SdT + VAP + } X} pd, 
i=] r=1 
unde indicele r indică faza, iar i—componentul. La echilibru, 
în condţiile în care presiunea şi temperatura sînt constante, 
vom avea 


(1) =$ $ ua: = 


i=l r= 


la care se adaugă relațiile 


$ 
(2) $ aN; =0, 


r=l 


p 
ce rezultă din legile de conservare : $, N; = N; = const. 


r=1 
Utilizîind metoda multiplicatorilor lui Lagrange (vezi anexa 
IX), se înmulţeşte (2) cu factorii constanți, vu, şi se scade 
expresia obţinută din (1). Rezultă atunci 
p 

c "i 

E Y (i—i) AN = 0, > pi = p = const, 

iml] r=] 
de unde se vede că potenţialul chimic al ecomponentului t 
trebuie să fie acelaşi în toate fazele. 

112. a) În cazul unui sistem format din e componenți 
distribuiţi în p faze, există două variabile P, T, aceleaşi în 
toate fazele. În afară de aceasta, în fiecare fază vor fi e — 1 
concentraţii independente. Ele sint î în număr de c—] deoarece 
între concentrațiile tuturor celor e componenți în fiecare 
fază există legătura 


În total, pentru p faze, avem (e — 1) p + 2 variabile. După 
cum a fost arătat în exerciţiul precedent, la echilibru sînt 
valabile relaţiile 


n CER DI w o 
e = pie =. 
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Pentru fiecare component există p — 1 astfel de relaţii. De 
aceea, pentru c componenți ele vor fi e(p — 1) la număr. Ca 


sistemul acesta să aibă soluţie trebuie ca numărul ecuațiilor 


să fie inferior numărului necunoscutelor, adică : 
(ce — 1) p +2 > cp —1) >ps2-+e. 


b) În evaluarea făcută în punctul a) diferența dintre 
numărul total de variabile şi cel al ecuațiilor reprezintă nu- 
mărul de variabile care variază independent, sau numărul 
gradelor termodinamice de libertate ale sistemului : f = ¢ + 
a 2 — p. În cazul în care între componenții sistemului sînt 
r reactii chimice de echilibru, numărul componenților inde- 
pendenți scade la c = c —r şi.în consecință, vom avea: 
f = ¢' + 2 = Py 

113. a) TAS = 0,47 + dV = 


= Cr aAT + LAP = m dY + mp dP. 
Dacă S rămîne finită şi continuă cînd T — 0, atunci 


r (E) = (55) +a) = pa aS 
i oky da jy T > 0. 


Punind pe rind 
(2,9%) (TV) (T, P} (V, T) (P; T)(V, P) (P, Y) 


rezultatul Cy > 0 Cp>0 by>0 lp>0 m>0 mp>0. 


A ð : É N 
b) Intrucît (> = 0 cînd T> 0, din (1) rezultă că 
L jy 
mărimile 0/7, Cp/T, ... > 0 cînd T> 0. 
114. Din ecuația lui Clapeyron, utilizînd principiul al 
III-lea al termodinamicii şi faptul că stările solidă şi lichidă 


a zei E 0, cînd 7-0, 
dI Av 


au densități diferite, se obţine : 


adică o pantă orizontală. 
115. Conform principiului al III-lea al termodinamicii, 
la 0 K entropia încetează să mai depindă de vreun para- 


= ) > 0cînd T> 0 (H — intensitatea cim- 
, | 


metru, adică : ( 
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pului magnetic). În ecuaţia fundamentală a termodina- 
micii pentru substanțele paramagnetice Tas = AU — 
— H4M, adăugăm ambelor părţi diferenţiala d(—78— 
—H M). Se obţine atunci expresia 


da(U — T8 — HM) = — SAT — MăH, 


de unde, impunînd condiţia de diferenţială totală exactă 
y . (08 ô M ner 
se găseşte relația mE =|—— |] . Tinînd seama de re- 
w H 


te x E DIE ðM E 
marca inițială, rezultă atunci că: im ( ) = 0 cînd 
H 
T — 0, iar deoarece M = xrH, va rezulta de asemenea că : 
. ôx f | 
lim—2- = 0 cînd T > 0. 
oT 


Observaţie. Legile lui Curie (x = 0/7) şi Curie-Weiss 
(x = C/T — 0), sînt valabile doar pentru temperaturi 
finite. Cind T — 0 se pun în evidență deviații de la aceste 
legi. Rezultatele experimentale arată că la temperaturi sufi- 
cient de joase x încetează să depindă de temperatură, deve- 
nind o mărime constantă. 

116. Şt rezolvă în mod cu totul analog cu exercițiul 


A Q 


i e ; > [28 A 
precedent, pornind de la observaţia că (r) => 0 cînd 
vd 


T => 0, iar ecuaţia fundamentală a termodinamicii va fi 
în acest caz: TAS = dU — EdP. 

; 117. Principalele funcții caracteristice : energia internă 
U, entalpia, H, energia liberă, F, şi entalpia liberă, G, sînt 
legate una de alta prin relațiile: U = F + TK, H=G + 
+ TS. Utilizînd principiul al III-lea, conform căruia 
lim S$ = 0, obținem : Uro = Fro, Hro = Gro. Mărimile : 


T-—0 
o U 3H 
-E (E 
oT iy ôT jp 


(E) 
ô Tjy Er P 


tind la zero odată cu temperatura. Ca urmare, U, H, F gi 
G, ca funcții de temperatură, cînd cealaltă variabilă care 
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defineşte starea se menține constantă, au pentru T = 0 

tangentă orizontală. e 
118. Din formulele: F = U — T8 şi 8 = =( 

oT jy 
rezultă că | ai ) ME aa E 0K, în dreapta, se 
ôT jy T 
anulează gi numărătorul şi numitorul. Utilizînd regula lui 
l'Hopitale, obținem pe baza datelor problemei 


. ôF j ôF oU 
8 = — lim lim | —— — = 0 
T0 9 T y T=0 \ 0 T 0 i r 
Relaţia aceasta rămîne valabilă pentru orice valori ale pre- 
: GIN 98 
siunii și volumului. De aceea : ( - ) = 0, Í - = 0. 
T 0 ô VjT=0 
“Ținind seama de definițiile coeficienţilor « şi 8 din exercițiul 
12, a), cap. I, precum şi de două dintre relaţiile Maxwell din 
exerciţiul 49, a), se găseşte 


Ska AN 
— VNóT]e © VOP)r 
B Fr) -alh 
— P\öT),  PLOV]r 
Ca urmare : lim a = 0 şi lim 8 = 0. De asemenea, conform 
T=0 T->0 ' 


formulei dedusă în exercițiul. 52, avem pentru diferența capa- 
cităților calorice 


ðP + E” (z (Z) 
p — Oy =— T =T = 
ie (2 fi). al ôT jp 


= aß PVT > 0. 


T->0 


119. Presupunînd că temperatură de OK este accesi- 
bilă, fie ciclul 1234 din figură, cu sursa caldă T, și cea rece 
avind temperatura T, = OK. Întrucît entropia este o funcţie 


do 


de stare vom avea pentru întregul ciclu : AS = aia =s 0, 


207 


. = ASa + AS t AS + An unde AB = Ql Ta 
PF aH U e ela fiind adiabatice), Asa = 0 în 
virtutea principiului al III-lea. al termodinamicii. În con- 


ri 


AT SR 


i 


secință: AS = AS = Qı/ Tı = 0, ou toate, că atit Qi 
cît și T, sînt diferite de 0. S-a ajuns la o contradicţie, ceea 
ce arată că temperatura T = 0 K nu poate fi atinsă decit 
asimptotic. i i fit ` 
120,/Avem Q = il, unde coeficientul Peltier TI este 
legat de puterea termoelectrică e prin relația a doua s lui 
Thomson e = H/T. Prin definiție, pentru o pereche de 


. joncțiune caldă - 


Sen 


cupru 7o 
constantan 


a n 
joncțiune rece 
metale date, e = d8/4 T. Atunci, pe baza relaţiei din enunţ, 
în presupunerea că T, = const, se obține: e = 3,8 + 1075 -p 
+ 82-10-87. Ca urmare, se găsește pentru joncţiunea 
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caldă „că: II = eT = 3,8 1057, + 8,2 :10-272 şi. apoi 
Q = il = 102 (3,8 - 105 -300 + 8,2 10% +9 110) = 
= 18,78 - 105 Js = 18,78 - 10-5 W. 


121. Densitatea fluxului termic, I = e pa 


. ds dt 
adică fluxul de căldură $ -2 pe unitate de arie este 


3 
dat de formula : I = —A grad 0. În stare staționară, totală, 
căldura generată în unitatea de timp în camera de reacţie 
trece prin izolaţie către manşonul răcitor. În cazul fluxului 


, dð > ; ATE E A EE 
radial : grad 0 =r Atunci, pentru o pătură cilindrică 
X dr 


de arie 27 ri (unde r variază dela 7; la 7,), se obține 


E BILE 
27% ri dr? 
care, după integrare, dă ` 
Q r o o 
ara i = ð, — 80 ui 6, = 49,50. 


122, În condiţiile problemei, este valabilă următoarea ecu- 


ație de continuitate, sau ecuația energiei : tA + diy = 0, 
di 


unde u este energia internă a unității de masă, p — 
> 
— densitatea, iar I — vectorul fluxului de căldură dat de 


formula : I = —A grad 0. De asemenea, se consideră că 
du/dt = e d0/dt, unde c este căldura specifică. Înlocuind, 
se obţine ecuaţia 


8 
pe-e = A div grad 0, 


la care trebuie adăugat termenul pierderilor radiative. Dacă 
diferența dintre temperatura tijei şi cea a mediului înconju- 
rător este mică, pierderile radiative pe unitate de suprafață, 
sînt K(0 — 0,), unde K coeficientul de transfer termic prin 
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nr n] =l 


suprafață este o mărime constantă ce va fi determinată mai 
tîrziu. Pentru a găsi pierderile radiative peunitate de volum, 
se înmulțeşste K(0 — 0o) cu aria unității de volum. Pentru o 
tijă cilindrică, aceasta dă 2K (0 — 0,)/r. Ca urmare, în cazul 
unidimensional, vom avea 
š > 
3O __A 020 _ 2K (0 — 0,), 
ot pe da? cor 


care, considerind o distribuție de temperatură staționară 
= =0 ) devine 
ôt l 
d20 2K 


=a? 0’, unde 0 =0—0,, a? = 


dg? 


Soluția acestei ecuații este : 0” = A exp (az) + B exp (— ag). 
Pentru determinarea constantelor A şi B se impun condițiile 


„ui 9 
la limită şi anume: a) pentru =0, Q =— rr A Dă 
A : = 1, 0 =0 căci 
deoarece I cititi ; b) pentru « =l, = a 
a 


ătul î ărt: ijei = ; inut la tempe- 
capătul îndepărtat al tijei (x = Im) este menţinut empe- 
ratura mediului 0,. Impunind b), se obţine: Ae + Be = 


A temperatura 8 în *C 


[E PE al E 


9 DA 1 lungimea x în m 
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= 0, > A = —Be%. Din a), rezultă, de asemenea : d0/da = 
= a (A — B) = —Q jà nr? Ca urmare 


0 % (e — g-al2-2), 
Tran (1 + 6-22) 


Determinăm acum constanta K. Conform legii lui Stefan- 
Boltzmann, energia radiată în unitate de timp pe unitate 
de suprafață este eo' (T4— Tô), unde o’ = 5,6 x 1078 
Js m-?K-4. Punind T = T, + AT, avem, presupunind 
AT < 1 


Ti = T9+4A TTS + ..., > eo" (Ti — 14) 4 e o' T3 AT = 
= 4e o' T3 (0—9,) 
şi, prin urmare, K = 4 e o' TẸ = 4-0,8 - 5,67 - 10 %298) = 
= 4,8 sim 2K)1. Atunci (vezi fig.) 
iu A 2(e31 — e- 3,1(#—2) ) = 
3,14 -10% - 3,1 - 1100 (1 4 0,002 


= 20,5 (e?! — e—341(—2)), 


Pentru a obţine temperatura în °C trebuie să adăugăm la 
0' pe 0, = 25°0. ; 


123. a) Avem: I MAL ARE 8,36 : 104 Islem?. Pe de 
s 


altă parte, în cazul unidimensional: I = —ìÀ grad T= 
N € ES A 
oT sell Rg i 319,5 — 320,5 K 
g£ 0,5 
de unde se găseşte că: A = 4,18 : 102 Js iem“ (K). 
b) În condiţiile problemei, ecuația energiei este de 
forma 


= — À 


du t T j? 
(1) Pi = div (A grad T + uj grad T PECA 
T 


unde : p este densitatea tijei, u — energia internă pe unitate 
de masă, j — densitatea curentului electric, u — coeficientul. 
Thomson. Ecuația conţine în partea stingă viteza de variaţie 
a energiei interne pe unitate de volum, iar în dreapta sînt 
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indicate procesele de variație a energiei tijei : fluxul termic, 
căldura Thomson şi căldura Joule. Scrisă pentru o stare sta- 
ţionară unidimensională, (1) ia forma 


2 


er ar 
tep 


0=—A : 
dg? dg Y 


Pentru a determina soluția acestei ecuații, se fac substitu- 
m dT : : 
ţiile E = y4, uj = M, jPA = N, ceea ce conduce la: 
uz 


y + My + N =0. Fie y = uwv, unde u şi v sînt funcţii 
independente de z. Înlocuind, se obține 


ul + Mo) wv +N =0. 


Întrucît u şi v sînt funcții independente, se poate considera : 
v + Mv = 0, > v =a exp (—Ma). În acest caz, în plus: 


wv -- N = 0 > u= —- E ez b, de unde 
(2) py=w= ar, IPEE A + dexp(- Hi), 
dz uY A 

în care O este o constantă care se determină punînd în (2) 
j = 0. Aceasta ne conduce la C = To adică se obține 
o ecuație doar pentru fluxul termic. Ținînd seama că 
I = Q]s = —A grad T, se găseşte Er ) = — IA = 
= —— Gh stia E = edi, dnei, (23 devina 

aT j j 

Ae Aa 


Presupunînd u «À, ne putem limita în dezvoltarea în serie 
a exponențialei la primul termen, ceeace furnizează relația 
aT y ji_ Q. 


da uy sÀ 


Pe baza datelor numerice indicate în enunţ și a valorii lui 


à, calculată în a), se obține: us — 2,5 - 10 °K. 


212 


CAP. HI 
3 1 
1. a) Ppr = “ard b) P(l/impar) = u 
E 1 1 1 
) d = aP, = 1— +2— +... +6 = 35. 
c) > A + = „5 


+ 
2. a) 1) Apariţia la un zar a feţei 6 are probabilitatea 
= 1/6; neapariţia sa are probabilitatea q = 5/6. Atunci, 
conform distribuţiei binomiale, probabilitatea ca pe unul din 
zaruri să cadă fața 6 este 


1/5) 5! 5 45 
PR = pa a= h) = = a z 0,4. 


2) Notînd probabilitatea ca faţa 6 să cadă cel puțin 
pe unul din cele 5 zaruri cu P’, iar cu P — probabilitatea ca 
fața 6 să nu apară pe nici unul din zaruri, avem : P + P' =1. 

K 5 

na aa x p 92 ý 

De aici, ținînd seama că P = q5 = b , se obţine 
: 6 


R 5 
Pl Pa =1— ($) = 06. 
6 


3) Procedind ca în 1), se găseşte 


1/553 6! 1 574 
P = 2 03 02 = = x 
ie aa BIE- y (7) zone. 


b) In cazul aruncării a două zaruri, sînt 6? cazuri posi- 
bile. Dintre acestea, 6 sînt favorabile apariţiei unei duble. 
Deci probabilitatea apariţiei unei duble este P, = 6/6: = 
= 1/6, iar probabilitatea apariției de 3 ori la rînd a unei 


3 
duble va fi: Paaa = PPP, = E 7 
6 


9 7 
3. a) P.=—; P, =— E ae Pi Pa te 
fagi Gr eenn 100 
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b) Avînd în vedere că cele două evenimente sint compa- 
tibile, legea de adunare a probabilităților va da : 


97 
PeP Pya Pg 
1 2 12 100 
2 3 i 2 
4. Puy =—; Pa Pg Pas 
M 6? 4 5 3 M PE F: 3 
12 1 
Puama = PuPaPuPa E =o = 0,033. 


5. Din cele 10 000 de numere posibile, sînt favorabile 
evenimentului nostru toate numerele cu 4 cifre care nu conţin 
cifra 8. Există 9 astfel de numere, obţinute asociind cele 9 
valori posibile ale primei cifre, cu cele 9 valori posibile ale 
celei de a doua ş.a.m.d. Ca urmare 


4 
P= îi = (0,9) = 0,6561. 


6. “Utilizind legea de înmulţire a probabilităților pentru 
cazul evenimentelor dependente, se obţine 


Py 6t, P,(n) = LLN > Pan = Pa Pa(n) = Ei = 0,4. 
100 99 aio 


7. Deoarece un bec poate avea ambele defecte, eveni- 
mentele sînt compatibile. In același timp, ele sînt indepen- 
dente căci defectele de montaj nu sînt determinate de cele 
de fabricaţie sau invers. Ca urmare, nu vor fi bune becu- 
rile care posedă cel puţin unul dintre defecte, adică 


P = 0,02 + 0,05 — 0,02 - 0,05 = 0,069 = 6,9 %. 


8. a) Probabilitatea ca la prima extragere să iasă un 
tranzistor bun este: P; = î/n = 20/30 = 0,66 .... După 
ce evenimentul i a avut loc, probabilitatea ea la următoarea 
extragere să apară un tranzistor defect, este : P,(î) = (n — i)/ 


| (n — 1) = 10/29 = 0,344 .... Atunci, probabilitatea apari- 


piei succesive a ambelor evenimente, î şi j, va fi dată, con- 
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form legii de înmulţire a probabilităților, de formula 


Pa = PP) = m -n La 

n (n—l1l) 30 29 

b) Probabilitatea ca în urma unei extrageri duble să se 

obțină un tranzistor bun şi unul defect, indiferent de ordinea 

obținerii lor, va fi dată, conform legii de adunare a proba- 
pilităților, de expresia 


P,Pi(i) + P Pj) = 2 PP) = 0,458 


= 0,229 ... 


unde s-a ţinut seama că (după cum se poate verifica) 
P:P,(ì) = P;P:(ĵ), adică Py = Pi 


9. Conform datelor problemei, probabilitatea apariţiei 
unei probe impure (pure), este respectiv : p = 0,70 şi q= 
= 0,30. Întrucît evenimentele sînt independente, iar succe- 
siuneă apariţiei a 3 probe pure şi 5 impure, din totalul de 8 
probe, nu ne interesează, prababilitatea cerută va fi dată de 
legea binomială 


! | ! | 
Pop ok=p sita pi OVU pg OPEL 


10. La fiecare colţ, tînărul poate merge în sus (s) sau în 
dreapta (d), cu condiţia ca numărul total de si gi di să 
fie respectiv n şi m. De exemplu, drumul din figură este dat 
de succesiunea (d, $, s, $, d, d, s). Numărul de moduri diferite 
prin care se poate merge de la D la M este (m + n)!/m!n!. 


oo "aa 00 a” 
i.a) § = gr $ = ec 1, 
n=0 N ! n=0 n! 
e o ae? La 
b) v= $a ae 3, =a 
n=0 n ! n=0 N; 


12. a) Integrîind prin părţi, rezultă 


£ =Å aflæjds = af a e“ dge = y e” dy = 
0 


9 (tă a 
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w? sga s? faj de= af 


Pentru evaluarea sumei de la numitor, se pune în (1) œ = 1/2, 


2 gaz E: A ji 
a da = aN ye” dy = | ceea ce conduce la 
T(3)_. i | E 1j“ 
= p aa (veti anexe VIT). | aie va: aula E 

” b) Utilizîind inte alele Poi sa y | 1 
lieste gr isson din anexa VIII, se d = e = 

pe Su | 

` af afle) da = (5 z 02 dg = 0, | înlocuind rezultatele găsite în expresia inițială, se obţine: 

—00 -%0 á ' i d = D, 
pS Cr | 14. a) u = bo — po 4 = po (2p — 1). 


T fi 


m: =) e? fie) da = (*) í ge- dy = 


b) u? = p p + uog = po 


GREE 
T a ye ) 2a c) (Au)? = p? — P = p — på (4p? — 4p+1) = 4pgus. 
A R aa ri $ | iasi 2 ge ; 
(Ag)? = 7? — g? = a. | 15. a) Conform distribuției binomiale, avem 
13. | P m is O N! 
d | i = pa~ TOR, unde OF =: 
SP, 1 E PEN 1 EEE | 0) TEE e >. n Nm)! 
E sai i E ed 4 8 n gn | 
3, Pb, 1 1 -3 I i ca | b) Din formulă: m = n —n' = 2n — N, se vede că 
i zt 4 + pai T ga F | valorile posibile ale lui m au aceeaşi paritate ca şi N; deci 


Senra evaluar ea celor două sume se pleacă de la bine- 
| i Atunci 


cunosonta dezvoltare în ser je 


a) Lg a? t 54 ete: i, | (2) 


pe care întîi o derivăm, iar relaţia, obţinută; se înmulțește cu 
%, punindu-se apoi g = 1/2:  Procedind astfel, se „ajunge læ | 


N par 


rm = 2(2E2)- 


v 
unui n dat îi corespunde un m dat şi invers, n = Fi (N +m). 


c) Punînd în (2) p = q = 1/2 şi m = 0, se obţine pentru 


sa a 


În cazul în care N este impar, P’ (0) = 0, deoarece revenirea 


1 1 E n | P'(0) 
X Pi = 1 42-43. i saft | 
i 2 4 g 2 + | 
2 42 
1—1/2 în punctul iniţial implică un număr par de pași. 
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16. 2) ¢ = 1—9. 

N! 
n (N—n)! 
€) M = nu — (N — n)uo = (27 


(m = 2n — N). 


b) Pin) = p" "0k, Ch = 


N)uo = Muo 


Unei valori a numărului m îi corespunde o valoare a lui n si 


: E LN 
invers : n = (m + N)/2. Ca urmare : P'(m) = sen EA | 


o 


a 


17. a) Pe baza distribuţiei binomiale, rezultă 


fm stă 


n I(N—n) 


! Lp 


SII yY (N—1)! 
b) m = nfin)= N ) Wa 2 n-]—py a — 
2 Pa) up? (2) 


= Nplp + (1 — p) = Np = >, 


J 
unde afħ utilizat formula binomului lui Newton 


N N! 


„=o n (N—n)! 


CES e y 
Atunci: (n — n)? = n? — R? = n(n — 1) + ñ — 2. Prin- 
tr-un calcul analog cu cel pentru n, rezultă : n(n — I= 
= p2 N (N — 1). În consecinţă, 


(n—n)?= p? N(N — 1) + Np — N2p2 = Np(1 —p)= 


18. Punctul efectuează oscilații armonice continue pe 
axa a, conform legii xv = A sin (27t)/T. Probabilitatea ca 
punctul să fie în intervalul da este dată de raportul dintre 
Pa MS e ; AE S 
di — timpul în care se găseşte în intervalul dæ gi aT 
— timpul în care punctul trece prin toate pozițiile posi- 
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i 
| 


sa E 

dt 

| 2dt 2 da da da 
id „gi ai a 2T n(A? — ao) 


rÅ cos — 
T 


19. Printr-un raționament analog celui din exer- 


cițiul precedent, se găseşte 


2 di d 
T — ni — 


aw(0) = 


20. a) Fie P,(t) probabilitatea ca în timpul ż să fi fost 
emisi n electroni şi Pg — probabilitatea ca în acelaşi interval 
să nu fi fost emis nici un electron. Tinînd seama de 1) şi de 
regulă de calcul a probabilității a două evenimente succe- 
sive, se obţine 


P, (t + di) = Pal) PH + P(DU—P*), 


(1) 
P, (t + dt) = P(t) (1 — P+), 


unde P+ reprezintă probabilitatea de emisie a unui electron 
în intervalul dt; conform cu 2), avem P* = A dt. Dezvoltăm 
părţile din stînga ale ecuațiilor (1) în serie în raport cu pute- 
rile lui dt, limitîndu-ne la primii termeni. După înlocuirea lor 
în (1), se găsesc relaţiile 

P 
(2) AED ipaa 3 e 


) = — P, (t), 
di 


la care se adaugă condiţiile iniţiale ale problemei 


1 n=0, 


(3) P, (0) = l n #0. 


Soluția sistemului (2), ţinînd seama de (3), va fi dată de 
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distribuţia Poisson şi anume 


A dp de 


n! 


et. 


b) (An =n? — n? = n(n = 1) +n — n? = 


n n 


= $ n(n — DP, (t) + $ aP, (6) — È nP,(t) Ji =s 


A a : 


= 3 n(n — De + A 
n n! n! 
È n AD” ea | =)? t2 e —A bD ane d 
a n! = (na—=2)! 
+My A iati e EI Semi | = 
A m (n—1)! (n — 1)! 
Li 
= A4? 4 At — A4 =, 


unde-s -a utilizat dezvoltarea în serie a exponenţialei : ¢ = 
= =$, wn !. 
fori van : (An)? = àt = ñ = mt. 


21. a) Constanta C se determină din condiţia de 
normare. Utilizind integralele Poisson din anexa VIII, a Sa 
găseşte 


Rezultatul -obținut se mai poate pune sub 


+co 
We, y) dedy = cf | e+) dady = 


—00 
+o 


+eo Fa 
= of ge def e% dy = 0—= 1 
—00 a 


-00 


? 


de unde se obţine: 0 = ajz. 
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b) Conform legii de adunare a probabilităților 


edy = 


—00 


1/2 
= (= ee dap. 
T 


: ERA AER 
22. Se pleacă de la expresia: p (ei0 + e7"), unde 9 


+00 a sa +00 
W(a)da =[$ W(x, y) d] dg = — e7 aaf 


—00 


variază între —r şi +r. În această expresie, coeficientul 1/2 
de pe lîngă ei se poate interpreta ca probabilitatea saltului 
particulei la, dreapta, iar cel de pe lingă e, ca probabili- 
tatea unui pas analog la stînga. În aceste condiţii, proba 
bilitatea ca particula după salturi să ajungă în punctul n, 
va fi dată de coeficientul lui e:% din dezvoltarea binomiulă, 


E (e + |= cit + i. de P, (nj 4- ... -+ 
2 2t 


+ e so, 


Pentru a obţine probabilitatea P,(n) se înmulțește această 
relaţie cu (2x)”1 e-*% și se integrează în raport cu 0 între —r 
şi +r, ţinînd seama că 


ap EFTTA N Piu, 
Zi a 0. kzj. 


Ca urmare, probabilitatea căutată va fi dată de formula 


P(n) = ai EL e +e oo| o e=" q9 = 


= =-4 cost 0 e~d g. 
2r -T 
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l 23. a) Se împarte timpul t în intervale h, care vor fi 
N la număr, N = t/h. Dintre acestea, n sînt favorabile apa- 
riției evenimentului studiat, iar în N — n dintre ete, eveni- 
mentul respectiv nu apare. Numărul distinct de moduri de a 
alege n intervale dintre cele N totale este N!/n! (N —m)! 
ŞI, ca urmare, probabilitatea ca în timpul ż să se producă n 
evenimente, va fi l 


N! 
„pe "rT Nn — 
n (N — n)! pi p) 
IE e A E PI hya 


Întrucit h—>0, înseamnă N—o0, utilizînd formula lui Stirling 
(vezi anexa VII) N! S (20 N) NY eX, precum și faptul că 


N => N=00 l t : > ! N 
NIN — 1) (N — 2) (at 
F {=i 
3! N 
__8 , (at) (a) | ai 
Tara giai 
se obține distribuția lui Poisson : P, = wi em, 
n! 
N i n n= 
b)n = 5 nP, = e`% 5, mai) ==: eat at 2 (a) Sa =g 
=0 n n! n (n— 1)! 
REN N. 2 n 
n? == evi nat) = e" ai Ai tet) — PEN 
Ai 277 nai te mutate 


24. Se presupune volumul V împărţit în n celule. Pro- 
babilitatea relativă ca gazul care era continut initial în vo- 
lumul V să ocupe la un moment dat doar o treime din el 
coincide cu raportul W/W’, dintre numărul de căi de a dis- 
tribui M molecule în n celule, sau numai în o treime dintre 
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ele. În general, numărul de moduri în care V particule se 
pot distribui în n celule (ignorînd permutările dintr-o celulă), 
este 


N! 
W=” ; 

Iv: ! 

i=l 
i a : nb sotia A 
| După cum cele N particule se distribuie în toate n celulele, 
| sau numai în o treime dintre ele, vom avea respectiv 

N! N! 


| W = wW „(01=1) 


Wre 
Nn 


Ca urmare 
N a 
! 
aa 
"AT 
gi În 


de unde, pe baza formulei lui Stirling In N ! = Vind — N, 
(vezi anexa VII), se găseşte : In W'/W =—N In 3 = — Ina”. 
De aici rezultă atunci: W'/W = 1/3, ceea ce reprezintă o 
probabilitate mică, dar diferită de 0. Evenimentul respectiv 
nefiind imposibil este doar foarte puţin probabil. 

25. Deoarece: œ = r coso sinb, y = rsinosind, z = 
i = rcos 0, vom avea 


| ĝe da 9% 

| Or GA’) 9 q 

| ala, y2) _ | 3y y 3y 

| ô(r, 9,0) ðr 30 dp|=rsin 9. 
| oz de oz 

| Or 909 do 


După cum se ştie, elementul de volum în spațiul fazelor 
este d[ = dV dp. Întrucît în subspațiul impulsurilor nu au 
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fost operate transformări, este suficient să fie arătată inva- 
rianta faţă de trecerea de la coordonatele carteziene la 
cele sferice ale volumului din subspaţiul coordonatelor, adică 


y= (ffar TA e (fasya: = |jjvaraag= 
=( r? dr sin 0 dOde = Kfar (r, 0, 0) = F. 


26. a) În cazul unui oscilator unidimensional, traiec- 
toria din spațiul fazelor este o elipsă, şi anume 


p? mo? g? 
+ = 
2m 2 á 
1/2 
cu semiaxele : a = (2mB)2, b = ( 3) P 
m w? 


Volumų¥ř corespunzător din spaţiul fazelor va fi atunci egal cu 
aria închisă. de această elipsă: T(E) = z ab = 28o. 

b) Legătura. dintre energia şi impulsul unei particule 
relativiste, dată de formula : cp(B) = (B? — m4) arată 
că doar mărimea impulsului (nu și direcția lui) este limitată 
şi ca urmare, integrarea în subspațiul impulsurilor se poate 
face în coordonate sferice, în limitele unei sfere cu raza p(B). 
În consecință, vom avea 


PIE) 


T(E) =f ay dp, 0, =r] f f p'ap sino d0 ag = 


V) 0 


= 7 Zapa 


3 
27. Din legea de conservare a energiei, 


— + mgo = T + mgz (p = mo), 
m 2m i 
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rezultă că traiectoria corpului în spaţiul fazelor este o para- 
bolă (vezi figura). 


-R Zo +A P 


28. Pentru ecuația dată avem următoarea ecuaţie carac- | 
teristică 


r? -b yr + os = 0, > | 


4 l. 2 231/2 Y ; 
fns = — tb io m y = —— h io, 
mg "a 2 


De aici, considerind că la momentul iniţial coordonata şi 
viteza sint respectiv £o Şi vo, se obţine soluţia 


vo 


g = etil E cos ot + 
o 


- Sin at] 
şi, în continuare, deoarece y £ o, Yom avea 


p= ma = ezee] p, cos ot — mag o sin ai]. 


Ca urmare, ecuaţia traiectoriei în spaţiul fazelor va fi o spi- 
rală, și anume 
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15—6.325 22 


Pentru a stabili modul în care variază volumul din spaţiul 
fazelor cu timpul, se calculează 


TO = (java = (pn) dpoday = 


(Po, £o) 
5 e [CO8 ot —mo sin otl 
amat | N! Apă, =e"T(0). 
je cos o] 
| mo | 


l 29. Considerind X = (p, q) un punct al spaţiului fazelor 
şi dX volumul elementar corespunzător se evaluează 


d 4 f 3 
-iy (Prg, t)] aX = (r Lax = (Paola = 
dt ot 
„ȚIN OH dp H é 
-P [EGEE ep = 
iz \ Ods ÖPr Pr qr 


Oog ( (2 ôF ôH OP 
k=1 


P 7 7 7 ax = 0, 
dq 0pr dpi 0 


unde cu prim a fost notată derivata în raport cu argumentul. 


'Pinînd seama că prin ipoteză — 


di 
oH ; i i 
pa de q,, precum și de faptul că F se anulează cînd p = 
Ph 
iar p > 0 dacă impulsurile și coordonatele iau valori infinite, 
obţinem într-adevăr 


nu depinde de pp, iar, 


+% GQ] =+ +% JF 

[Pe 20 ag E ag 

-0 Pr pym —c Oqe 
ate l 

= P| > 0 hP, Dax = o. 
|a=- dt 


30. Ecuația de mişcare a particulei : mè + yv = 0, unde 
y este coeficientul de frecare, are drept soluție : v = ve”, 
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(k = yim). Ținind seama că v =` q şi integrind încă o dată 
se obține 


v : Y re 
=Q t Ey (1 — e}), > g + mi aik p’ 


ceea ce arată că în planul fazelor (q, v) traiectoriile formează 
o familie de drepte. In absența frecării, k = 0, v = const, 
traiectoriile sint paralele cu axa coordonatelor. Iacobianul 
transformării este 

da, v) et, 


Ə (do; Vo). 


De aici rezultă că volumul din planul fazelor scade expo- 
nenţial cu timpul. 

31. După cum s-ă văzut în exercițiul 26, a), traiectoria 
din spațiul fazelor a unui oscilator esteo elipsă. Deoarece pe 
parcursul unei perioade punctul din spațiul fazelor descrie 
întreaga elipsă, evaluarea mediei în timp trebuie făcută în 
raport cu ea. Pe de altă parte, ansamblul stărilor oseilatorilor 
cu energie totală constantă dată este reprezentat prin puncte 
ale spațiului fazelor de pe aceeași elipsă, întrucît unei valori 
date a energiei îi corespunde o anumită elipsă şi reciproc (vezi 
tot exercițiul 26, a)). Valoarea medie în raport cu ansamblul 
va implica deci o mediere în raport cu aceeagi elipsă. De 
aici se vede că în cazul considerat, ambele modalităţi de cal- 
cul al valorii medii coincid. 

32. Fie : qa pi $i qa pi (i= 1, 2), coordonatele şi impulsu- 
rile particulelor înainte şi respectiv după ciocnire. Din legile 
de conservare ale impulsului şi energiei 

maa ra 2 „2 
pi + p= pi tpa Pr = +, 
2m, 2m, 2m, 2m, 


se găseşte 


9 
F Mı — Mg 2m , 
eee comice a E 
M, Ma m F Ma 
a Mı — Ma A 2M 
Pim A Da rr Die 
Ma -E Ma M +- Ma 
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a 


Atunci, iacobianul transformării va fi 


ô (Pis p2) 
ô (Pis Po) 


J — (h go P Pa) 
(ax da Pis P2) 


-a 


pentru că 


8 ? 9 Lă P =a FA 
Pi TA 0, de Si, unde 3 i t () Js 
dq; oq; 0 
Faptul că iacobianul, J = 1, arată că volumul din spaţiul 
fazelor se conservă. 
33. a) In cazul dat, volumul din spaţiul fazelor al sis- 


temului coincide cu suprafața triunghiului A, BoC, care 
este sọ = ab/2. 


pî 
bhy h me m m e e e e Co 
Be Dome ao N ama era 
a rii A) | io 
ppm pe “cea neo te e Mag i8 
ë l i ! i 
i f l 1 
o O] 
i l i l 
| i ! i 
L E b l E EPEE 
Zi Za Z Zła Z 


b) La momentul t, vîrfurile triunghiului A BO vor ocupa 
poziţiile 


2 
A(ps 2) unde pı = po — mgi, z = 29 + Po i i 
m 
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B(Po, 22) unde pa = Pr Z2 = 21 +4, 


i 


b 
m 


C(pa, 23) unde Pa = pı + b, Z3 = 2, + t. 


După cum se vede din figură, deşi forma triunghiului s-a 
schimbat, suprafaţa lui rămîne aceeași, adică : s = ab/2 = 
= 59, ceea ce arată că teorema lui Liouville se verifică, 

34. Volumul unei sfere n-dimensionale, dată de ecuaţia 


a +a b æa = R?, 
va, fi 
V„(R) = | certă bi e ue ai (dz sete asi ALa 


Făcînd schimbarea de variabile, a, = y:i, (i = 1, ..., A) 
se obţine ` 


(1) V,(R)=R*V,(1), unde V,(1) = |. E fav.. < de 
CERET) 
În continuare, se calculează V,(1) tinind seama de formulele 


(1) precum şi de rezultatele din anexa VII cu privire la func- 
tiile lui Euler B şi T 
+ da ) = 


+1 n—i 


= an Vm VTS =f a ByE dy Vpa(1)= 


. 1 1 
svatas (pp), 
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relație, care, pe baza legăturii dintre funcţiile B şi T, mai 
poate fi scrisă şi sub forma 


TATE ((n + 1/2) 
no, 
(a +1) 


Aplicînd în mod succesiv această formulă de recurenţă, se 
obţine 


v,i) = r 3 dis i ” r| z) r(3) a Va (1) = 


Va (1) E Vaal). 


sai sa pi a y” 
De aici rezultă că : V, (R) = R" — x 
n 
. nf d 1) 
2 
35. a) Trebuie evaluat maximul expresiei § =—k $} P; x 


Lă 
x In P, cu condiţia ca $ P: = 1. Pentru această se cântă, 
i 


maximul funcției 


= — $ 3, (Plna P, re aP;), 


unde o este un factor nedeterminat (vezi anexa 1X). Calcu- 
lind, se găseşte 


IL = —h(n 2, +1 
3P; 


a) = 0, In P;=a—l, 


pentru orice i. Ca urmare, toţi P, sînt egali între ei şi, după 
cum rezultă din condiţia de normare, P; = 1/a(i = 1, ..., 2) 
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Valoarea maximă a entropiei este atunci datà de expresia 


L În ( ł ) = k Ina 


at A n 


S, = Smax = — E 


b) 1) Avind două condiţii suplimentare, se caută ma- 
ximul expresiei 
= —k 5 (P; In Pi — a Pi + BP: z), > 


3 


= 5 = — k(n P, +1 — atg a)= O, 


êP 
de unde rezultă 
Pi = Z l) eu, ge y, a ir (a ls Baa) 
i 
oln Ze 
OPB la, tapa 


23 = S Pa =Z leS metm=—( 


Sms = Da =k Y pif +I Z, (a) = k pT + kn Ze 


c) În condiţiile ansamblului canonic, Æ este energia 
internă a sistemului, U. Identiticind S, cu formula termo- 
dinamică corespunzătoare, 


U —F 


Sa = kB U + k ln miti i 
y : T : : 
se găseşte : B = ETI şi — kT In Z, = F, unde F este energia 
© 


liberă. 
36. a) Se caută maximul expresiei (vezi anexa IX) 


f == k] (PBa Pr meP, + PP a, + Pay) 
Formulele din punctul a) al enunţului rezultă imediat, pe 
baza relaţiei 


L e — TT EE 4 Bas dna) ed 


2P, 
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b) şi €) se demonstrează la fel ca în exercițiul precedent. 

d) În condiţiile ansamblului macrocanonic, este energia 
internă a sistemului, U, iar y este numărul mediu de parti- 
cule N. Atunci 


Sa =k p U +kyN +klinZ = E eat e CE 


T ? 
de unde rezultă: p =—} , y = E, kT InZ = PY. 
ET ET 
+00 i 
37. a) 8 = — g panP(ajde = — 


+% Poea CS 
— k | P(a)| — iara) 2o rea | da = 


00 


k — p poe k -— 
= — In (27 æ?) + za) aP(a)da= — [1 + In(2z g?)]. 
2 272 Jæ 2 


Pa 


b) Pe baza metodei mulţiplicatorilor lui Lagrange 
(vezi anexa IX), se caută maximul funcţiei 


(Pa) = —k (Pa) In Plade —a [Ploae A 


+00 
— 0 aP(a)da, 
; —00 
ceea ce conduce la relația 
—k — h In P(a) —a — ba? = 0, — pla) = ae, 


Constanta a se determină impunînd condiţia de normare, iar 
b — calculînd pe 22. Într-adevăr 


ză x z \ 2 1/2 
af “eas =a ($) = 1na= (7) 
—09 b T 
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Şi, respectiv, 


A +00 m NU2 i 
g2 = af g? e=? dg = AT) == 3 => b= i 
—00 


Ci 


Înlocuind pea şi b, se găseşte : P(x) =(27 m)-exp(—g?/2z. | 


, unde L este volumul 
H=E 


38. Se ştie că : Q(E) = [| 
ôH 


din spațiul fazelor limitat de hipersuprafața de energie 
constantă H (Pa q) = F. 


5 ZN 3N pe 3N, 
a) TU) = (. ; fax = rf. “jap a ăi ne 4 Ă 
(<z) (oa + 1) 


În subspaţiul impulsurilor, integrarea s-a făcut în raport cu 
hipersfera pt + ... + pă < 2mĂH, utilizîndu-se rezultatele 
exerciţiului 34. La numitor, figurează funcţia P a lui Euler, 
din anexa VII. Calculînd pe Q(F), se obține 


Q(B) = ôr. | __ 3N VYzANa(om)eNe i 
OH =E 2 3N 
|H=E ns $i 
e 2 


b) Energia unui oscilator este dată de expresia : 
p? + m w? g? At da iai A : 
~z. Atunci, integrind în raport cu hiperstera: 


2m 
N 1 
E Sm (P + m o? g) <H, tinind seama de rezultatul 
k= 


exerciţiului 34 şi de faptul că T(N + 1) = N!, se găseşte 


TUE) = feep (ZE) HY 


e 
N! 
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917 

1 

ati E s+i 

ici IE Maine ka +0] 
s-— A 
Deoarece 
=T E , s=] Cr ar =af T~d T =T 
ôT F T $ 


şi, de asemenea : S = kln Q. Atunci 


$ s s 
SII ZEI A atei 
Q ~ exp LAT exp A iti (a dep AR “|. 
k k $ 


= ri, 4 (App. dp), «(ea 


Domeniul după care se integrează în subspațiul impulsurilor, 
dat de condiţia : 


N 1 g 
H = 2o — (P3, i E Po, + 22) < E, 


=t 2 


reprezintă o sferă cu raza R = (2mB)!? şi volumul ~ RYN 
(vezi exercițiul 34). Deci 


T(E, V) = Ay V” BP, 


unde Ay este o constantă ce nu depinde de iir am şi energie. 
b) 8 = klan T =klnåy +kNmV+ = F Nin E. 
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Q \—1 9 A 3N E 
or = (23), 2 E p BNET 


3E 3k N? . 2 
a) p= r (9) INT 
ôy je V 


41. Domeniul de integrare în spațiul fazelor se stabileste 
i : 


, P ; 1 ; 
acum din condiția : H(X) = $ re (P + mo) < FE. În 
pi 4m 
variabile Pr ŞI Zr = Mo qy aceasta este ecuatia unei sfere 
2N — dimensionale cu raza ~ B12, Ca urmare (vezi exer- 
cițiul 34) 


r = ( TE ap, = By EY, > 


S = klan F = kln BX +- kN ln F, 


unde By este o constantă ce nu depinde de energie. Tempe- 


(ia) = 
5 i = 


ratura sistemului se determină din relația : 


E A a 
ana > H = NkT. Ultimul rezultat este conform cu 


principiul echipartițici energiei pe grade de libertate. 
42. a) 1) Probabilitatea de a găsi unul dintre atomi pe 
nivelul z; este 


P(s:) = exp(—t:/kT) 


i, undey, P(s) = 1. 
$, esp(—s:/k P)’ T («) 
(3) 
% RA ati 
2) Ze = 3, exp (—ekT) = 6 F pe +, = 
i=0 A 
1 


1 — exp (— JET) 


deoarece este vorba de o progresie geometrică. 


zi fie ca s Ta dinzZ, 

D e == e, P (a) = — $) ss exp(—s,/kP) = kT? 

>) > (2) Z 2 exp( IRT) = EP ETI 
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Înlocuind valoarea lui Z, găsită în 2), se obţine cunoscuta 
formulă a lui Planck pentru energia medie a unui oscilator 
liniar 

e€ 


e = — pa d. [ln (1 — 09) = ——: 
aT exp (e /kT)— 1 


43. a) Într-un mol de metal ce conține N, atomi, fie- 
care atom poate să oscileze în 3 direcții perpendiculare. Sis- 
temulcelor 3N, oscilatori va avea energia internă 


3Nu e 


U = 3N; € = — s 
exp (e/kT} — 1 


unde s-a ţinut seama pentru energia medie a unui oscilator 
de formula dedusă în punctul b) al exerciţiului 42. 


i a ze alele, 


97 ET? [exp(s/bT)—1] 


d p? 79 T>0 
A3kN = 3R T => 00, 


Rezultatul valabil pentru temperaturi mari se obţine dacă la 
numitor se utilizează dezvoltarea în serie a exponenţialei : 
e? = 1 +g p g2 +, e... limitindu-se la primii doi 
termeni, iar la numărător se înlocuieşte exponenţiala cu 1. 

c) Conform evaluării făcute în exercițiul 42, a, 2), 
avem: la Z, = —ln (1—6) = e77. Atunci (vezi exerciţiul 
următor) 


S = AN la Z, + E = hNe? 
y 


T 37 
U = kN exp r -- NL | Aa 
F kT T(exp (€/k T)—1) 
TE LA | pe În Ze 
„ ôT ƏT ô 
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Pentru calculul entropiei, se utilizează formula: 71 = 


-(28) yon í AU, 
ðU jy T 


Z, 

dU, =ă (ver ) = = (amir E mZ. ypg 22n Ze ear. 
y ôT O 
Atunci 
7 
8 = pe = Nk {x az 4 amr r) = 
T IT 
=NE| m, „fa rame): 
FE: 

În consecinţă : F = U — T8 = — NkT mZ., > 8 + 
+kNInzZ,. 


45. a) Utilizind integralele Poisson din anexa VIII, se 
calculează 


— zip ( Atg +04) 
Ta f e dzdydam? dv, dv, do, = 


my 2 


E +0 = 3 7 

= =A dgedydz - ( e 2T ava) =E omir 
a Tea e 

b) Deoarece : € = Zi f anp? f e mme d? d dp = [2 a, 


energia internă a unui mol de gaz ce conține N molecule 
va ti 


U = AN e == = — 


2 2 


= 3NkT SRI z ( 9 A 3R 
„0 = = 
y 


= E 
46. a) Z, = e = 
Pay nz=0 
ce hen VE hn ye knz 
= exp — ——— exp| ———— exp| — —— 
pa »| ama? E of marii A | aa) 


unde s-a ţinut seama că 242 = h?/4. Deoarece se constată că 


h2 , 
A = < 1, B = <i; C = —- %1 
SmæÆ kT i Smb? kP ” 8me2 kT 


“guele pot fi înlocuite cu integrale, ceea ce, tinind cont de va- 
lorile integralelor Poisson din anexă VIII, dă 


o =Ang oo —Bn2 00 —Cn2 1 z3 1/2 
Aş = | e dn, | e Any | e dn =(3) . 
Jo 9 Jo 2] ABC 


27 y 3/2 
Z, P a= | A 
h2 


Înlocuing valorile lui A, B și 0 se obține : 


(V = abc). 
b) Luînd în considerare ecuația gazului ideal, 


27 MkT\ RT 
aafe ae 


2r Mh \2 R 
== '5/2 = f - = 
. 5 Bme D ( ) 


h? 


unde M este masa molară a gazului. Atunci: ln Z, = 
5 f ô In Ze ÖR T 
=-— In T-n D, astfel că : U = RT? —— 


2 EPF 2 


p 
DR. PO Pe aa r ani 
A iar conform formulei deduse în exerciţiul 44 


ERR T AN AAEN EN | Ema — 
T ÖT 2 


— În P + const), unde const = In R A 
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47. Cu ajutorul formulei termodinamice : dF = —8d T— 
— PăV, precum şi a formulei : F = —kT In Z,, care exprimă 
energia liberă în funcție de integrala de stare Z,, se găseşte 


s = — (3) sajian re | 
ð Tjy oT y 


P = (7 = sr (e Ş 
OV jr 2V fr 


de unde rezultă în mod succesiv 


U =F + T8 = rr ( m] ; 
y 


oT 


e=z+ pre) iz, 
aln V Jr 


H=@4+T8=kT (H Hr | 
O In V Jr 9 In T jy 
f exp (— X AP Ja? anp = 
N 
ami VAS | | 2 = yy 25, 
i=l 


unde integrala de stare a unei particule este dată de expresia 


b) Pentru inceput, se calculează energia liberă a sis- 
temului 


F = — kT ln Z, = — NkT (aV + ing) 
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De aici, luînd în considerare formula termodinamică : dF = 
= —§ dT — PAV, se găseşte pe rînd 


der] = Nh [>r + me (9222) | 
V S ôT y 


aT 


E =P + 18 = af Be LL m LEA 
| 97 Jy i 


êy. y 


49. Conform distribuției canonice, energia medie a unei 
particule este dată de expresia 


f- exp(—s:/kT) ar dp 


(GF 


| exp (— s/ET) drap 


Ca urmare, energia internă a întregului sistem va fi : U = NE. 


În cazul sọlidului, e = een + Epot = (p + pè + p?) = 
© f 2m 


T 


Roa i 
+ p (02-92-22), energia este functie pătratică de coordonate 


.. . . . E . Y 6 
şi impulsuri, funcție ce poate fi scrisă sub forma : s= Y an di 


. n=l 
Atunci 
2 
+ co +o 6 Ee 
2 
| f 5 Qn în e da, dag 
U N —00 —co n=l 
za A — _ z 
MEF EET po 2na 
kT 
| | e da. -dze 
—00 —% 
l di anx? 
ag e kT d 
6 n dn En 
= N =% 
=y 3 üns? 
n=i1 +o — n 
kT 
ţ dz, 
—00 
- 240 


Făcînd schimbarea de variabile y, = 4, |kT gi tinind seama 
de paritatea integrandelor, se obține (pentru funcția I vezi 


anexa VII) 
6 k [4] — 6kT 
U=N3 kT ag 
n=1 K 2) ` 2 
2 
rezultat ce exprimă legea echipartiției energiei pe grade de 
libertate. De aici, se găseşte energia internă pe kmol 


= 3NkT, 


Urma = SNET = 3R T = 3 9,31. - 103- 1200 = 
= 29,93 - 10%] /Kmol 
şi, de asemenea, pentru cea pe kg 
3 RI 29,93 - 106 
A, 12,01 


valoare, care, după cum se vede, este cu un ordin de mărime 
mai mică decît energia de ardere. 


Use = = 2,49 - 10% /kg, 


DR 
50. a) Scriind distribuţia canonică sub forma exp ( ra s 
avem j 
-JH (°> te ôH F—H 
de =) . -f de — exp S] dq, -.- dpax = 
g Qk —00 —00 Ody EF 


+o +o ð P—H 
=—kT f i ex 
y KF] » | ET )| x 


x< dq, t.. dpaxe 


De aici, printr-o integrare prin părţi în raport cu variabila 
qx, se obţine 


OH ORT t Fo . F—H 
. — =k MET ex = 
d dq: L A E p ( kT ) 


F—H 
— exp Fa] d] dq, Agr- 1 Aars +- Pay = ET, 


+% 


— 0 
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16—c. 325 


unde s-a utilizat condiţia de normare a distribuţiei canonice, 
precum şi faptul că termenul din afara integralei se anulează. 


A doua relaţie din enunţ se demonstrează similar. Mă- 


: 1 ôH PN Ag ; 
rimea By, = —— q- se numește virial, în timp ce, pentru 
2 ôq, 
i aa Si T 1 ôH = 
același grad, de libertate, mărimea — p, =—— = Ean, este 


“ k 
energia cinetică medie pe grad de libertate. Egalitate 
demonstrată, Een =B = kT/2, poartă numele de teoremă de 
virial. Ea extinde la cazul valorilor medii în raport cu an- 
samblul o binecunoscută teoremă din mecanică, referitoare 
la valorile medii temporale. 


b) Avem 
se Red Să z pi Sori 
E = H = Ban + Ep = + aat. 
2m 
Conform teoremei de virial 
za aOH a ET — 
Boin = —— = 24 gt e ga — "T 
2 ôg 2 4 


a urmate 
zi => m kT kT BET 
E = Ean + Boot = 2 T 4 A i 


c) E = H = En + Epo Pe baza teoremei de viriel 


Fo I an n XE, 
dg 2 ôq di 2 it „Dau 2n 
Atunci 
S = si kT kT ET 1 
E = Baa + o = | = Lj 
i + pot a T Sn 2 ( A 


51. Conform teoremei demonstrate în exercițiul pre- 
cedent, virialul mediu al sistemului, va fi 


q IH a aa FT. 
2 ôq 2 2 
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Atunci 


m i. II pi kT 
Bo = + BE 3 Ba = —= 
pot 2 h 4 , cin Im 2 


=> = Pon Ei Hai == Ki 4- Bgt. 


52. În cazul micilor oscilații, conform principiului echi- 
partiției energiei pe grade de libertate, 


p- DE E _ 
2 2? 
9,43- 10- 16.418 - 106 J 


= 1,37 + 1023 =e 
300 K 


53. Pe baza principiului echipartiției, energia internă pe 
kmol 


kT a, i 
Ukmol a fN =f ig (RN a => E), 


2 


unde f este numărul de grade de libertate ale unei molecule. | 
Atunci | 
Cy = ZEI =f = =f sa = 102 J/kmol K. 


di á 


a) În cazul gazelor monoatomice avem 3 grade de liber- 
tate ale mişcării de translație (f = 3). În e onsecințtă, 
Ymo 3 9 fd 3 f 7 
Coo — — R = 12,45 - 10% J/kmol K, 
2 ; 
valoare concordantă cu datele experiment ale. 
b) În cazul moleculelor biatomice rigide (tip haltere), 
există 3 grade de libertate ale mişcării de translație şi 2 cores- 
punzătoare mișcării de rotaţie (f = 5) 


Chat): = — R = 20,78 - 10% J/kmol K, 
= 


poi 
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valoare care se confirmă experimental pentru temperaturi 
nu prea ridicate. În modelul moleculei biatomice oscilante, 
f= 17, astfel încît 


Op =- R = 29,08: 10° J/kmol K, 
2 


ceea ce corespunde datelor experimentale doar la temperaturi 
foarte înalte. Aceasta înseamnă că gradele de libertate de 
vibraţie se excită doar la temperaturi suficient de mari, ele 
„îngheţind” sub o anumită temperatură. După cum arată 
experienţa, cu scăderea mai departe a temperaturii, capaci- 
tatea calorică a gazelor biatomice descrește tinzînd la valoarea 
corespunzătoare gazelor monoatomice. Deci şi gradele de 
libertate de rotaţie intră în acţiune, doar de la o anumită 
temperatură. Conform teoremei lui Nernst, Cp = 0 cînd T > 0 
adică în final „îngheaţă” şi gradele de libertate corespunză- 
toare mişcării de translație. 

c) Mişcarea unei molecule n-atomice (n>3) este descrisă 
de 3n coordonate, dintre care 3 corespund mişcării de trans- 
laţie, 3 z- mişcării de rotaţie şi restul de 3n — 6 corespund 
mișcării de vibraţie a atomilor. De exemplu, pentru o mole- 
culă triaitomică oarecare, f = 12 şi deci 


. 


2 
Oaie — 17 R = 49,88- 10° J/kmol K, 
2 


valoarea ce concordă cu cele experimentale doar la tempera- 
turi înalte. 

54. a) În cazul gazului ideal, conform formulei lui 
Mayer 


Cp = Oy + R = Cy + 8,314: 108 J/kmol K. 


Y 


Avind în vedere rezultatele exerciţiului precedent, se găseşte 
că pentru moleculele monoatomice 


Qimenc) — ËR +R= = 20,78- 10? J/kmol K. 


slo 
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Pentru moleculele biatomice, în domeniul temperaturilor 
medii, vom avea 


ghia = a + R = — LR = 29,08 - 102 J/kmol K, 
iar pentru temperaturi înalte 
: 9 
CREI a r E = 37,41-10? J/kmol K. 


2 


b) Conform calculelor din punctul a) 


2 p 
as{mono) — 2 
y = = 1,66, 
— E 
2 
A 7.R/2 | SEI IE IRA za 
p(biat sapa = 1,4 (pentru temperaturi medii), 
sau 
i 9R/2 zi 
biet) = 7 = 1,28 (pentru temperaturi înalte), 
TR/2 


35. a) Considerind gazul ideal, energia sa va fi — L Şi pi 
2m i=1 
și ca urmare 


X P ax 
„| exp | ———— dr, dp i 
f i ( 2mkT n ai 


N +00 2 3N 7N 
( exp = mP an ) ap) PERI „ne (2rmk T), 
—00 


Z= he 
N! 


N REN 2mkT N! RY 
unde m este masa unei particule. 
De aici, utilizînd formula lui Stirling, In N 1 N In Ņy— 


—N, se obține 

7 (OD A 3/2 

E = — kT nZ, = — NAT E Ei ua 
Nh? 
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| 
| 
! 
1 


Deoarece masa atomului de He este m = V,/NA, vom avea 
numărul de particule (M, — masa moleculară relativă, N4 — 
— numărul lui Avogadro) 


Nam _ 6302 - 10% 103 


N= =d LO, 
M, 4,003 i 
Atunci 
F = — 1,5 1023- 1,38 - 10-23. 400 (n Et Ali 
1,5 - 102 


1 X i 


„2 3,14 4, 003 1,88 10-29-40. 
6,02 - 102 (6,62 - 10-32 j= 


T (a) =+N | m aL i E; 
4 N h3 2 


2o oi J s EP m O LE 3 
U=P+I6=P—1 (r), Te | ) =Ë NET, 
Y 


ceea c€ corespunde principiului echipartiției energiei pe 
gradele de libertate. Avem astfel 
3 


AU = da: 1,5 - 1023 1,38 < 10 ~? - 400 = 1242 J, 


de unde 
U — F E 1242 -+11 520 
pP 400 


= 31,9 J/K. 


Pentru a calcula entalpia trebuie găsită întîi presiunea 


Pa ( F NeT PRT N My $ 

= = = A =n l măr 
3V jr V F’ Na M,’ siis 

de kilomoli. i 


În condiţiile problemei 
10”? 8,314- 103- 400 


P= N] 
4005 gema 0m 


2 — 1,69 atm. 


Atunci 
H = U + PV = 1942 + 1,69-9,81- 104-5-10-3=—2:070J. 
G = H — T8 = 2 070 — 400 - 3,57 = 642 J. 

b) Într-un proces izoterm dFr = —PadV, adică lucrul 
mecanic efectuat de sistem este egal cu mic sorar ea energiei 
libere. În cazul nostru 

AF = F(2V, 1) —F(V, T) = —NEkT n2 = 

= —1,5 + 102 + 1,38 + 1023 - 400 - 0,6931 = —5T4 J. 
Deci într-o expansiune izotermă a gazului în care volumul 
său se dublează, sistemul efectuează lucrul mecanice = 
= — 574 J. Avem, de asemenea, în acest caz 


AS = (2V, T) — 8&( V, T) = Nk ln2; 


AU = UV, T) — U (V, T) =0. 


2 
c) åQ =dH, H=U+ PV = A NET +- NkT = 


BNkT n | La : 
= —— 7. Ca urmare, energia termică necesară pentru creg- 


hd 


terea temperaturii gazului cu 100° este 


5 5 
AH = = Nk AT => 1,5 - 1022. 1,38- 10 - 100 = 511, 
in vreme ce 
AU =" Nk (T, — T) = 310 J, 
7 ? 3/2 5 aå 
AS = kN In V a EN In PR 
pa 2 T 
—5.-1,38- 10-23. 1,5: 102 în 300. — LINE. 
a 400 
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unde în penultima egalitate a ultimei formule au fost utili- 
zate ecuaţiile gazului ideal: V = nRI|/P şi V, =nRT,/P. 
d) Deoarece V = const, vom avea 


unde hamiltonianul gazului ideal are expresia 


N p ž a 
H = ei + Uldi- du). 
3 T tai aA 
e 
AS = — Nkin ~= = 0,69 J/K, 

2 F 

“i E E 
Pe baza legii de adunare a probabilităților, se poate trece de 
la distribuţia în spaţiul 6N-dimensional al fazelor la cea în 
subspaţiul 3-dimensional al impulsurilor unei particule. Pre- 
supunînd, pentru preciziune, particula aleasă cea cu numărul 
1, se obţine 


AU = = NT, — T) = 310 J. 


Conform principiului I scris pentru procese izocore, Qy = ! 
= dU, căldura necesară sistemului într-un proces izocor — d (P) = 
este egală cu creşterea energici interne. De aici, rezultă : 


3 pi AI E 
= AU = > Nk (T, — = i exp] — — d. [--feso| — zzl d.) 
Qr AU 2 N] (2, T 310 J. | Ă v( pia) | È, 2mh T IL F 
i | i E N T 
56. În cimp magnetic, momentele magnetice ale atomilor i (- [eso Ea a di.) 
posedă energia de interacţiune: E = — gp: B =—uBx Pa e PRR 
x cos 0. In cazul analizat, există doar două orientări posibile UAN 
ale moméntului magnetic y în raport cu B : 0 = 0, cos 0 = 1, | ( [--jeso[ îi: dă.) 
Bu = —uB şi 0 = 180%, cos 0 = —1, Eyp= uB. Conform T Jiz 
legii de distribuţie a lui Boltzmann, avem A ea 
(str) 
(52) | ( Zi) a 
nyt ~ exp 3 nyt ~ exp | —— h» 
kT kP | pe z 
de unde, rezultă | 5 exp( — mkT Ja. 
| a i 2 i. caii 
cot) fai) 
nyt Er 2mkT 
= exp i 0,927 + ie a) = exp (1,83 1074). | Omiţind „indicele 1 care nu are vreo semnificaţie și tinind 
1,38 * 10% - 1100) | cont că P = mo, se poate trece de la distribuţia după im- 


pulsuri la cea după viteze şi anume 
57. a) Conform distribuţiei canonice 


= -> -> -> ex —H HP | -> N 
P (lis :-- da, Pu -Pu = epi ia , dew) = — i CE 


f: z (exp (—H/kT) a" pa d — fjfese( j a i 
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Calculind integrala de la numitor, rezultă 


za mo? > a “ea mož 3 /2nk TYP 
fee -e -( ais ÎN 5) ii =] i 
=00 


`a urmare 


3 m Yer mv? \ > 
(1) de (w) = (= sal er( ai ja . 


b) Pentru a găsi probabilitatea cerută, se scrie elementul 
de volum do în coordonate sferice : d? = 22 do sin dade şi 
aplicind legea de adunare a probabilităților, se integrează 
apoi (1) în raport cu unghiurile 0 și e. Procedind astfel, se 


obține 
j” dv x 


=$ 4 3/2 292 
d p(0) = | de (9) = (a) an — 27 
(07i) Aath 


T 2r m. 3/2 my? 
x | sin 0 do | do =4r ( m 7) exp( — a do 
9 


2rkT 


c) Tinind seama că s = mv?/2, din (2) rezultă imediat 


dp(e) = 2r V2 (PT) exp ( — 07 ) ae. 


58. Conform datelor problemei, avem 


IRO) — feon) foy) fta) Ava do, Ate = 


( m y | mo? \ a 
—] exp| —— dv. 
2rk T 2k T ) 


Întrucît se cere probabilitatea ca mărimea vitezei molecu- 
lare să fie cuprinsă în intervalul dv, indiferent de direcția 
vitezei, în virtutea legii de adunare a probabilităților, trebuie 
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- >, 
E g daw), es pi cata a 
integrat ——— în raport cu toate direcţiile. Pentru aceasta 
n 
. -i A Fi - 
se scrie elementul de volum do în coordonate sferice : do = 
= o? de sin Oddo, de unde va rezulta 


, 3/2 x i8 
Po) do = (32) co -o jaf sin oao” dg = 


-o 


3 

m = T o 

i az( EP N: e v? do. 
2rkT Fi 


b) Evaluăm viteza medie utilizind integralele Poisson 
din anexă VIII, 


= ] 3/2 „0 Aaa 
v =A vF (v) dv = = ta- = ) f v? ap — pe do = 
o kT o 2k T 


R În 7] 1 ai 1 a 
=(=% ) r(2) = (S 
TM TM 
c) v? =|" w F (ojlo = -anf ra ) presa 2 ga 
o 27 kT o 


TORERE 
2 4 2 4 


59. a) Utilizind distribuția maxwelliană după viteze, 
dedusă în exercițiul 57, b), se obține 


= m 3/2 p00 Aga 
ame in| m ) | pare ap- do sea 
2rkT o á DRT 


_ 2 [27 (n+), 
== si Ha] 


b} Imiînd în considerare valorile funcţiei E din anexa 


VII, se găseşte 


V 


5 =| SET i , m ME a 
í m 


c) d (eso| ma Dl, Je) | = 0, =. 2 ( 26T pe, 
do G SRP loen ? a m 


d) Avînd în vedere distribuţia după energii, stabilită 
în exercițiul 57, c), trebuie impusă condiţia de extrem a 
funcției 


(ex - jee) E E. m, 
ds “| er] eu 2 2 


60. Folosind expresia hamiltonianului unui gaz ideal : 
ak . . . . j . T 
H = p =— + U e3) distribuția canonică poate fi scrisă 


sub tă “ma, 


H 
DE ciuc N 
pU iyos . Px) = const e * = const exp( — È amiT 


p 


v - 


sy $ vo). 


î=1 
Integrind-o după toate variabilele canonice, cu excepţia 


ap ¿ = . v . 
lui P, şi fa, se realizează trecerea de la spaţiul fazelor T la 
spaţiul u al unei particule, cînd 


-> 2 (F 
AP, P) = A exp ( -2i TE, A = const, 


mkt KT 


unde indicele ¿ a fost omis. Această formulă dă distribuţia 
simultană a particulelor după coordonate şi impulsuri j: 
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| 
| 
| 
| 


Pentru a obţine doar distribuţia după coordonate, aplicind 
legea, de adunare a probabilităților, se integrează funcţia 


(P, d) în raport cu impulsurile 
(7) = (P, T) dB, > o?) d? =const exp( a a. 


Expresia obținută reprezintă legea de distribuție dată de 
Boltzmann. 
61. Presupunem. că distribuţia vitezelor moleculare este 
cea maxwelliană şi anume 
m je -A ARER] 
T 


d, dvydoz. 


dn =n ( 
2rk 


Viteza medie a moleculelor ce ies prin orificiu în direcţia 
axei œ se evaluează pe baza integralelor Poisson din anexa 


VIII, astfel | 
2 2 
= J m szp e +o 7y [| 
v; = — f vAn = (= | Uz e PNE avaf e i do, XxX | 
n 2r kT o : a || 
| 
po _ME ET NU | 
xÍ e 27 do, =( . | 
—o 2rm | | 
Se e ac : sita E 8k T \ Y2 
Tinînd seama de expresia vitezei medii: ọ =| < =) , 
Tm 


(vezi exercițiul 58, b)), rezultă că : 0, = 9/4. 
62. Cu ajutorul integralelor Poisson din anexa VIII, 
se calculează 


r/3 lui | 
2kT 2) _ kT mos _ RT | 
m m m 2 2 
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63. a) Se pleacă de la distribuţia Maxwell după viteze 


T (0) = 4rN 2 e Leah 
U pa~ i) aa ANI kT 


de unde se obţine 


-ă 3/2 05 1002.) 
N(v<d) zi] dN (v)=4r ul A | v? exp ( P] dv. 
v 0 ah 


N, tăcînd schimbarea de variabilă y? = 
kT şi i tinind cont de valoarea medie a vitezei, ® = 


$: y2 . > 
= E - á calculată în exercițiul 58, b) şi de integrala ero- 
rm 


rilor din anexa VIIL, se găseşte următoarea valoare pentru 
numărul relativ de particule cu viteza v < ® 


z 1,13 + er ji 13 
N, w < 9) = A pe” dy = B- i z| + 
T a 0 


o l 
e dy |= —0,35 + = — 0,35 + 0,89= 0,54. 
Deci N, (v < 0) = 54%. 
b) Procedind ca în punctul precedent, se obţine 


26T NU 
N(o >v) S 0,57 = 51%, =à) - 


Ă 


c) Un calcul analog cu cel din punctul a) conduce la 


N, (e >E) & 0,39 = 39%, 


64. Distribuția particulelor după coordonate este dată 
de formula lui Boltzmann (vezi exercițiul 60) 


o UF) 
e (ja? = C exp( - g= ANa. 


254 


În cazul nostru, U = mge și ca urmare vom avea 


me ae 
kT 


Ținind seama de aceasta, centrul de greutate al coloanei 


de gaz va fi 
| z ap = Ja 
Jo kT 


dm (2) ~ eso — 


“0 
ü da 
ET | Ye y kT % P 
-i i a Im ie 
` ț dy 
“0 


65. Conform distribuţiei lui Maxwell, numărul particu- 
lelor gazului care au componentele vitezei în intervalele : 
dos, do, şi de, este dat de formula, 


muž + v2 + 12) 


x 3/2 
F mM =— 
dN =N a e sul dodod. 


Masa unei molecule de oxigen 


SR M, 32 kg/kmol 
Na 6,02. 102kmol”1 


= 5,316 - 10êkg, 


unde M, este masa moleculară relativă, iar N; — numărul 


lui Avogadro. Din ecuaţia de stare a gazului ideal : PV = 
= RT, se poate determina n — numărul de kilomoli. 
Pentru aceasta se exprimă presiunea în N/m? : P = 2 at = 


= 2 -9,81 : 104° N/m?. Numărul de molecule din H mms, 
vă ri atunci 
PV 2. 5 4.1079 
A iza 9,81 - 10% -10 
RT 8,314 - 103 - 300 


6,02. 106 —4,74.1016, 
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De asemenea, 


4 


(o ++) = 


5,316 - 10 sed 
2 + 1,38 +10 2 - 300 


2002 + 4502 + (— 300)? = 2,13, 


PRO m 2 2 i 2 n ë £ o 
exp | ———— (t Hi to] = exp (—2,13) = 0,118. 
Į ( mr AtS ) p (—2,13) = 0, 
În consecință, 


m(o2--02-+-o2) 


ÎN =We 27 [ 


m X312 
= za dv,dvdo: = 1,63 - 108. 
sol 


66. a) Se pleacă de la distribuţia Maxwell după viteze 


3/2 29 
“ dy =N ( K ) exp( — g J- 
2rkT 2k T 


Scriind elementul de volum al spațiului vitezelor în coor- 
donate sferice, 


aF T 277 
d? = v dv dQ, dQ = sin oao] dọ = 


0 0 


= 2 1 Bom te -n =— 
2 - 1802 802 
( m i -> ( vM, yP vdi 
do 
2rh 2RT 180? 


- 103) - 10 
1802 


-( 3,14 -2,016 ` 


= 0,182- 10%, 
2 -8,31 - 102. 102 


j (5 
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De asemenea, 
„PY 10-710% 
RT kT 1,38- 10-3-1000 


=7,24. 104, 


unde s-au utilizat formulele : 1 mbar = 102? N jm, > P= 


= 10 N/m?; V = i cm? = 10% m°, În plus, 


2 


ef — 


r] E l 


pg 
“P TRT 


TJ 


2,016 - (5 “ 103)? 
2 -8,31 -103-103 


)= e 3:03 — 0,048. 


Atunci 
dN = 7,24 -104 . 0,048 - 0,182 -10 = 6,34 - 107. 
M, A 2,016 ; 
b) dm == AN = —2 O 6,34 -107 =2,12 - 10 kø. . 
) FA 021028 613410 2,12 10 kg. 


67. Plecînd de la distribuţia maxwelliană după viteze 


aN 4 ( mi sal È mv? r 
z iena n “ex Saij Seane j] 
N Yz a] »( TTF) “ 


se calculează 
M, v M v2 
prera = expi — = 
2N kT l ( 2RT ) 


aml ar = ex 
du! a) | 


Ă ( 28,013 - (250)? 
2 - 8,31- 10? - 273, 16 


'3/2 W 3/2 
) do = aa v? do = 
Vz LR? 


) = exp (—0,386) =0,679, 


A m 
(z ( 26T 
__4 28,013 
— ral 2 -8,31 - 10? - 273,16 


3/2 
) . 2502 < 10 = 0,0216, 


de unde rezultă : dN |N = 0,0216 - 0,679 = 0,0147. 
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Se calculează în continuare 
68. a) Numărul respectiv de molecule se află integrind i á 


distribuția Maxwell pentru componenta œ a vitezei, între 


limitele 0 şi 500 


m 
2r kT 


1/2 
N (v, < 500) = x ) | exp (—a2 92) de, 
0 š 
unde: N este numărul total de molecule, m — masa unei 


m 
2k T 


1/2 
molecule, iar a& =( ) . Făcind substituţia y = av, 


se obține 


` Ng% N 
N (0, < 500) = =i e™'dy= — erf (500 a). 
Vx (0) 2 
Paasi ga D : . M, 
Ținind seama că în cazul hidrogenului: m = ss 
G 5 
A 


2,02 
EEE. UE = 3,3 :10%7 kg.mol, se găseşte a = 
6,02 - 10% i 
= 4,93 + 104, > 500a = 0,247. 
N (v < 500) = 0,82 - 10%. 
b) Distribuţia Maxwell în raport cu mărimea vitezei 


3/2 m NU2 
) v% exp (—a202) dv, =| ) š 


Ca urmare, vom avea 


EEM | i 
2rkT 


se integrează prin părți, utilizînd substituţia y= ar, ceea 
ce dă 


N (0 < vo) = 4 2 yẹ y exp (—y*°) dy = 


Ye 
xf exp (—y*) as | = Nerf(yo) — 27"? Ny, exp (— y). 
0 
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| 


m. 
5 FA = 4,93 - 1074, > Y, = vy = 0,493. 


Ca urmare, 


N(o < v) = N [erf (0,493) — 2r 12 
= 0,48 - 10%, 


unde s-a avut în vedere că : N = N4103 = 6,02.10?8 kgmol =. 


- 0,493 e—(0.493)2] œ 


6) N(o >v) = N — = N [1 — erf(y,) + 
+2772 y; exp (—y8)]. l 


N(v < v) 


Întrucît în cazul analizat; yo = av = 0,986, se obține 
N (w >v) = N [1 — erf (0,986) + 2r 12 - 
0,986 - 60972 ] = 3,5 - 10%, 


69. Conform distribuției lui Maxwell, numărul de par- 
ticule cu mărimea vitezei cuprinsă între v şi v + dv este 


2 
MV je 2 do, 
2k T 


Observind că energiei kT îi corespunde viteza ( 


(1) dN = 0 exp( — 0 = const. 


2k T i 
3 


m 
numărul de particule cu energia < kT (respectiv > kT) 
se obţine integrind (1) după cum urmează 


257 2 1 
N (e < kT} = o(a exp — 227 odoo yeh dy, 
2kET o 


(9) 


N(e > k1) = (az eso — ar do = C o y? e” dy 
leit ez 26T ; 
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şi 


1 
y2 e-r 
Ne <kT) _ E amiy 


N(e >kD) (7 yre=ay 
1 


În virtutea formulei (11), din anexa VIIL, se găseşte 


că 
i y? e” dy = DE 


atunci 


tei 


t 


De asemenea, ținind seama de formula (4) din anexa 
rezultă 


2 > ef (1) ] : 


VIIL, 


N(e < kT) + N(e >kT) = 0 \ ye dy == 0. 
á 4 
(1) 


Atunci 


Pi g PR T W i 
y e dy = — erf (1) —— el. 
o 4 1 2 


Ca urmare 


Ne <kT) _ 
N(e >kD 


(x2 |2) erf (1) — e`! 


ii e 3 e lz erf (1) 


= 0,4. 


70. a) Conform formulei barometrice, densitatea de 
distribuție este descrisă de expresia 


mtga 


9 = p exp| — 
Po o( T 


unde (pe baza principiului lui Arhimede) : m*=m— Piin V= 
= (1,25 + 1015 — 1000 -1,03 - 10-19) = 0,22 - 10kg. 
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Impunem ea 


+ 
gz kT 
o, expl — = po/2, > h = ln 2 = 
Po | LP = Po/ mg 
. a: y pă . 
438 : 10 77,16 - 0,693 = 12,3 -10 ® m 
0,22 - 10% - 9,81 
b) Na =R/k, în care se înlocuiește k din expresia pentru 


h de la punctul a) 


| n RT lIn2 
$ Na = = à 
l i mt gP 
c) Eroarea măsurării numărului lui Avogadro se deter- 
mină astfel 
| 7 
T ET O E LRT A 
dh mYg h2 h 


Conform condițiilor problemei 


| ana ET T e 
N, h 


dh | < 0,05h = 0,615 - 10m. 


71. Pentru evaluarea valorii medii indicate se utilizează 


distribuţia canonică scrisă sub forma p = ef“) 


md =. far E exp( > uk: da“ p = 
| da dq, kT 
| ) f — 5 „x 
| = uzi Ga E, ep (= =) d gap. 
B “ai 


Integrind prin părţi în raport cu variabila q; şi presupunînd 
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| 
| 
| 
| 


că H — œ cînd p; sau q; = + œ, se obţine 


yl ee erh Sas [x [=r] ma 
ðq ET J|- 
F—H\ ^M > mpe oM 
He) dj, | ar- garg = rr A. 
IT] ôq dq 


A doua relaţie se arată în mod analog. 
Observaţie. Relaţiile demonstrate aici constituie o gene- 


ralizarea celor din exercițiul 50, a) care au servit la deducerea - 


teoremei de virial. $ 

72. Presupunem că sistemul total este izolat adiabatic, 
deci dQ = 0. Întrucît îndepărtarea peretelui despărțitor se 
poate face fără efectuare de lucru mecanic, dL = 0. Conform 
principiului I al termodinamicii, vom avea atunci pentru un 
gaz ideal: dU = 0pdT = 0, > dT = 0, adică în procesul 
de difuzie temperatura rămîne constantă. 

În continuare, se transcrie expresia entropiei unui gaz 
ideal dedusă în exercițiul 55, a) cu luarea în considerare a 
indiscermabilităţii particulelor, sub forma 


N ca V-a to „mal: 5 
N ss MARI ai (27 mk T)312 t3 = 


= By + Oda + Nh lh z, 


unde s-a ţinut seama că în cazul gazului ideal, Oy = 3Nk/2. 
Ca urmare, vom ăvea pentru cele două gaze 


Se = Sa + OrlnT + Nat =). 


t 


În starea finală, ambele gaze vor ocupa volumul total V, > 
+ V, şi, de aceea, 


3 Vi + Y x 
Si a So + Cyin T + N;kln A a A , (i a 1,2). 
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| 
| 
a 

| 

| 


Entropia stării finale, Sp = Si + S4 de unde va rezulta 
pentru variația entropiei, AS = 57 —S,, relaţia din enunț. 

73. a) Suma de stare şi, respectiv, energia medie a unei 
particule sînt date în acest caz de expresiile 


sexp| — 
»( ri e 
=s 3 
1 +exp(- z ) exp [sara 
kT j kT 


de unde rezultă următoarea expresie pentru energia între- 
gului sistem i 


E =Ne = - AR 
X > 1 
i | kT + 
€ 
ôE 2 e(z) 
Or ( = Nk pa i 
: exp| —— 
( | i ) 
Cazuri limită: a) kT > se O =S Ta P w Pa 
4 (ET 
b) kT: Ox NI A = 
) S Y e( A exp IT 


1 (22) dB 
EA ui >s = Sp 
x T 
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Pentru aceasta se exprimă 1/T din expresia energiei 
Do tin w (1 A PRE N 
T g E g Ne N 


EAF E z H 
sia) =È an = “4 (i E ) mË | a. 
0 Ne 


Întrucât : (im gdg = lng — g, vom avea 


S(B) = E [Neln Ne -— E la E — (Ne — E) ln (Ne — E)]. 
g 


74. Gazul fiind ideal, avem : P = NET/V şi H = Ži Hy 
Atunci 


Ele 


săi PRE N 
zZ =\ A o > az az ra N ox =e Ig 
f 1 exp pp dial: | yer rr]? 


Scriind elementul de volum dp din subspațiul impulsurilor 
în coordonate sferice, dp = p? dp sin 0d0 do şi făcînd schim- 
barea de variabile 2 = ap'/kT, se găseşte 


co s N 
Z, = VA 4 | ex [E] ay] = 
[i0 p r |P" 99 


B/s 7N 
a c ca ca AL 
s 8 a 


de unde 
E = (e) sane, 
oT y S. 
VA i 
p un (Pe Ze Nr să 
OV jr y 3y 
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75. Deoarece în cazul gazului ideal H = $) .H;, vom avea 
$ 


Ze =|. 5 4 exp (- a. ar? dp = Pra, 


unde H; este hamiltonianul unei particule, iar z — integrala 
de stare corespunzătoare. 


a) Pentru un gaz ideal monoatomic, H; = p?/2m, 
astfel că (omițînd indicele i) 


= A me (=) E- 


2 


co 2 
== si exp ( — . 
o 2mkT 


) p2 dp = (2r mk TY”, 


în care elementul de volum din subspațiul impulsurilor a fost 
scris în coordonate sferice, dp =p? dp sin Oddo şi am utilizat 
formula (4) din anexa VIII,. Atunci 


3N 
Ze = VIA = VOrmk Tj o P =k Z, = 
A 3NkT 
= — NET in r- In (2zmkT), 
pi i (22) = ez 4 oP 
Vj y?’ S 
3N k ra Ș 2 
ee | 1 + In (2rmkT) + EX iay |; 


2 
2 


p = uz A ) =H, = (37) l 3NF. 
V V 


b) Cind se ia în considerație și energia de rotaţie, hamil 
tonianul unei particule este dat de expresia 


2 1 ma f 
H, Li pl piu + Pi 2 ). 


“ou 2ur9 sin20 
1 1 
(i= mut mei = ). 
u Mı Ma 


unde 7, este distanţa dintre atomi în moleculă. Atunci 


2 


p 26 


T 2r fa e a E EA, 
2 = N arf aof afff g e af e oT dp X 
y o ` Jo na i 


ts 


+0 Să 
x $ e 2ur sin: ORT dpo 5 
— 00 


Utilizînd, integrala Poisson, dată de formula (2), din anexa 
VIII, se găseşte 
2 = (2r mk PP! Sr?rĝu kT = ATS, 


=. 8 p2 „5/2 3/2 
A = 8r?r y k5(2r M). 
De aici, procedînd ca în punctul a), va rezulta că în acest caz 


NET 5N 


P= > — 8 =N n (V4) += (nT + 1), 
v 2 
ga I, gaire, 
2 2 


76. În condiţiile problemei, hamiltonianul sistemului 
este dat de expresia 
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Si 
| 
| 
| 


unde Pa şi 2 sînt respectiv impulsul şi coordonata pistonului 
de masă M. Întrucît: Mg = Ps, (s — suprafaţa pistonului), 
iar se = V, distribuţia canonică ia forma 


N 2 2 


Ze kT i 2m 2M 
unde ; 
PV p 2 2 
GB e erei ps Neo _ 2M 
Z; = e * ay [e apar | i e 2MIT dpy = 
o -00 
EA i oo 
3 co 7 FF 
= (2mh T) * azur) $ e "pray = 
0 
3N +1 1 5N+3 


2 2 2 N 
= N !(2xm) (2 (kT) PAN 
m 
Pentru rezolvarea integralelor în raport cu impulsurile s-a 
făcut uz de formula (2) din anexa VIIL, iar în ceea ce 
priveşte integrala în raport cu volumul, cu ajutorul substi- 
tuţiei PV/kT = a, am redus-o la o integrală Euler (vezi 
anexa VII). 
Volumul mediu al sistemului se calculează astfel 


Y = (ve dr = 

A p p2 

o F CC O îm acer a Pet A, 

- Ve “a | {$fe . agf faz] N ò MT dpy= 
Zedo ) )) ia 
3N i 4 
SE = (27 MkT)? (27 men $ e 7 pun ay = 

de (9) 


kT (N +1)! kT 
= Np pă 
P N! W +D- 


Relaţia dedusă suplineşte ecuaţia de stare a gazului în cazul 
cînd volumul sistemului nu este constant. 
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77. Fie o mărime M = M(p;, qi), (i = 1, ..., 3N). Tininăd 
seama de distribuţia canonică 
i BEA 
KT E 
p= =o Ei unde Ze = e i ar, 


valoarea medie a mărimii M va fi dată de expresia 


H 
kT 


1 ( Me” ar. 


H= $ M pdr = 
c 
Derivind această relație în raport cu mărimea 6 = kT, 
obținem 
H i H 


UL Ze mwe Tara =$ me AP 
20 Z 50 Z) e 


lze 


’ 1 S H aat 6 A aa 
= zhe gir) Me ar Hep = 


Li a E. 


(MH — ME) = 
92 92 g2 


+ CAB. 


Punind în această formulă M = H și ţinînd seama că H = E, 
| a i DB x 
unde E este energia sistemului, iar Op = [3] „se gă- 
IT Jy 
seşte : (H — H}? = bT? FORDONS 
78. Se calculează mai întîi integrala de stare în distri- 
buţia canonică 


H ep 
gas 00 


Z= e ” Tap = "ii 


(2) 
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= AV = T (3) | = | sr (2) ză 


unde a fost scris elementul de volum d în coordonate sferice, 
dp = p? dpsin 0d0 dọ, iar în integrala obținută s-a 
folosit substituția a = cp/kT ceea ce'a condus la funcția 
lui Euler T(3) = 2. Cunoscind integrala de stare se poate 
afla energia liberă a sistemului 


i 3 
F aa kad Gea |; 
C 


iar de aici rezultă pentru un mol (kN, = R) 


ej] = 21 p app Ze 3RT, > 0,=3R, 
OV jr y 27 


79. a) Energia potenţială a unui dipol electric în cîmp 
extern este: U = — (P'E ) = — pE cos 0. Conform dis- 
tribuției canonice, probabilitatea ca dipolul să fie plasat 
într-un unghi solid dQ = sin Odde (0 şi e sint unghiurile 
într-un sistem de coordonate sferice cu centrul în centrul 
dipolului și cu axa z îndreptată de-a lungul cîmpului) este 
dată de relaţia 

U pEcos pEcos6 
| AT 


E E-m z 
Ma TT sin oa odef (f e e sinoade | 


aw = 


i 
Hg 


Atunci, polarizarea, adică momentul electric total al unităţii 
de volum al gazului va fi 


P =, = af p cos 0 dW, 
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unde n = N/V, este numărul de molecule în unitatea de 
„volum. Înlocuind expresia lui AW şi făcînd schimbarea de 
variabile æ = cos 0, A = pE/kT, se găseşte că 


+1 +1 n d +1 
P = nof get? asf f e47 dz] = wr [a$ ez d] = 


—1 


d ef — e-^ 1 
= np F E ( i )] = np (cth A =] =np L(A} 


în care L(A) = L(pE/kT) este funcţia lui Langevin. 

b) În cazul temperaturilor mari sau cîmpurilor electrice 
slabe, raportul A = pE/kT < 1, astfel că dezvoltîind cthA, 
care intră în funcția lui Langevin L, în serie se obţine 


1 A? L- A 
cthA x —ļ|1 — |» > L(A) = cthA — — x — + 0(A2, 
mi + ) (4) tal Loa) 
Atunci i 
4 2 2 
P= r(t E e ua e aa ata a 
kT 3k T 3k PT 


Ca urmare, permitivitatea va avea expresia 


2 N 
E E E E a n = X . 
3k7P y 


80. a) Conform ecuației fundamentale a termodinamicii 
şi a expresiei entropiei date în enunţ, 


TAS = kT din n = dE + PAV — u dN, 
de unde, calculind derivatele parțiale ale funcției In n, rezultă 
imediat formulele cerute. 
b) Din termodinamică se ştie că diferenţiala energiei 
libere este dată de expresia 


aF = — 89 äT — PAY + paN. 
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Pe de altă parte, în statistică 
aF = — d(kT In Z.) = — k ln Z, AT — k Td (lInZ,). 


Din cele două relații, avind în vedere că E =F + TS, 

se obține 

E P ! 
ATN me 

kT? kT kT 


dinZ, = 


aN, 


ceea ce conduce la relațiile din enunț. 
c) Se pleacă de la funcția QO = —PV, pentru care 
(vezi exercițiul 94, cap. II) 


aQ = d(F — uN) = — SAT — PAY — Ndp. 


În statistică, 
Q = — kT Iaz — dQ = — kin Za T — kTdlnZ. 


Xdentificînd cele două expresii ale lui dQ, se găseşte 


DRN ge 73 L aV 


ALL = 2 
kT2 kT kT 


unde s-a utilizat faptul că G = uN = E — TS +- PY. 

81. Probabilitatea ca sistemul să conțină un număr N 
de particule şi să posede hamiltonianul H, este dată, conform 
distribuției macrocanonice, de formula 


unde s-a ţinut; seama de indiscernabilitatea particulelor iden- 
tice. Pentru a găsi, cum cere problema, probabilitatea ca sis- 
temul să posede N particule, se integrează relația de mai sus 
în raport cu toate stările energetice posibile ale sistemului, 
adică in raport cu variabilele spațiului fazelor 


Le (= + HY fern — Tez. 
! kT kT. 
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Întrucît s-a presupus că particulele sistemului nu interac- 
ționează, H= $, pâ/2m şi ca urmare, utilizînd formula (4) 


Li 
din anexa VIII, 


| exp we ara” =V" (exp — E... E, a| = 
kT o Imk T 


= VY (2nmk TYN, 


Notind à = h/(2x mk T}! 


În virtutea condiției de normare, 


o Q9) 1 (V N 
y Py = $ BAU exp [23] y, V! 5 e ) == 


N=0 N==0 
„An y Eod y 
iT ü 
= exp | — | ex e = 1, => Q = kT op è - 
Sa [sa] iii ( A3 ) f A3 și | A 

ba i A aQ O E A EISA 

De aici rezultă: N = =f T a e: exp) şi deci 
ii d n 

Q = —kTN. Ca urmare py = Bă FY, 


ceca ce reprezintă într-adevăr o distribuție de tip Poisson. 
92. a) Plecînd de la distribuția macrocanonică 


p= exp ( he E =. ) s impunem condiția de normare 
DL a8 a 
e” F e" fe Y a=, sau o” Z= 1,- 0 = kT In Z. 
N=0 s 
întrucât, după cum s-a văzut în exercițiul 80, ¢), Q = — PT, 


rezultă într-adevăr că PV = kT In Z. 
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b) dQ =d ( — PV) = — 847 — PAV — Ñåp, > 


soții 0 
du Jvr du Jv 


c) Relaţiile cerute se obţin imediat utilizînd următoarele 


expresii diferențiale ale energiei interne şi entalpiei 
dE = TAS — PAV $ udN; daH = Tag + VdP + u dN. 


83. Tinind seama de indiscernabilitatea particulelor, 
suma statistică în distribuția macrocanonică este 


o 1 uN H 
REST | = ep ( ja ) 


N 
Deoarece în cazul gazului ideal H = T pî:/2m, iar dr = 
i=1 


N 
=H dr; dp, dp = 4rp? dp, 


H 00 2 N 
exp | —— | dr = VY | ex (= p dr mă = 
| »( A | D a | EP AP 


= V (27 mkT)NR, de unde, notînd à = h (2rmk Tyr, 
rezultă că 


u Lad 
aA A V T V F 
s= Sile = cxo( fe | 


N ci 
V W 
e . 
23 


=> Q = — BTlnZ = — kT 


Cu ajutorul funcției Q, se găseşte în mod succesiv 


u u 
0 Q V 37 7 V 7 
N = —(22 = — Z = aN == E 
1 dp LR 3 € s e exp 33 e 3 
NAS 
—u = kP In | 
V 
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1$—e. 325 


P= —(37) _ RP W NT 
3V jra B, F 
09 5 yY LA #7 
isian] == ? k a ta ia 
oT jyy 2 23 VUE Si 
SIN Fa N3 
s mA A kN In nid g 
2 kF 
84. Se ştie că: P = — (27) . De aici se găseşte 
ôy jr 


energia liberă 
(1) F= — | PAV + const (7). 


Se face presupunerea că presiunea se determină cu ajutorul 
dezvoltării de virial 


1 B 20 
(2) d P = 87 (- ra sat ) 


în care coeficienții de virial B, 0 etc. sînt funcții de tempe- 
ratură. Dacă B = 0 =... =0, (2) se reduce la ecuaţia 
de stare a gazului ideal. Înlocuind (2) în (1), rezultă 


nB n? ) 


F = n RT (- In - const (7). 
Punind aici B = 0 =... = 0, se regăseşte expresia ener- 
giei libere a unui gaz ideal : Fia = — nRT In V + const (T). 
Ja urmare, se poate scrie 


P = Pet nBr("p +2 ), 


papa 


s=- (25) = Sa > nR (27 HA L = 
97], V | 2 
nr (2 dB Fă n? dO ). 
V aT ` 2y? aT 
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i 
| 
i 
| 
{ 


Z= Za(ı + = N ir) Ar? dr) > fir) = exp =- a 1 


85. a) Hamiltonianul unui gaz real: H = Ha + Hpi = 
= Hia + $, Ua. Atunci, integrala de stare a gazului va fi 
i<k 


dată de expresia 


H _ - i 
z= feo (=) a™y a” = fesp |- -5 (Hu + l 


= = 1 
P Fw] să "p Sia yr | ezp (= : 


| 
„ie | 
= Zia Zint- | 


Introducînd notația : fiy = exp (- a, ua) ~], 
kT 


OTY pren d , =. an Uir ii 
eap ( rA ta) m II epf a z) =H (1 + Ji) citi | 


s<k 
= (1 + fiz) (L + fi iso (1 + Jar) =1 + I 
+ Xa tr E fafa t. 2 1+ fa. | 


În consecință, integrala de interacţiune va lua forma || 


1 - = 
Dii =f via fa +Y fa) dr... dry = 


1 > > N(N —1) ce 
tpe $ a Ari dry = 1 + | . Tp a 
pa 2 Sir rit Th pe L fir) Amr? dr = 


No , 
areo f fir) 4rr? dr, 


unde cu r a fost notată distanţa dintre cele două molecule ce 
interacționează și elementul de volum a fost scris în coordo- 
- 


nate sferice : dr = 47r? dr. Înlocuind Zm în expresia lui Z,, 
se găseşte că 


kT 
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Se calculează 2. a) Conterm a principiului echipartiţiei, energia, cinetică 
; g 


a unei molecule : € = 347/2. Atunci, energia medie pe care 


o a o _ S , 
azi fin) rar = — smf dr + trf (eT FE — 1) r? dr a o posedă gazul va fi 
“O (4 d 
NI E T = : RT = = -8,31-10° 
x Er — Stat ("e __ Amd Fei e)a a g aT li” R x 
i 3 kT Ja r 3 kT 
X 273,16 = 3,4 -10° kJ | 
kT b) Prin definiție: (Av) = 07 — 52, Mărimea ə? se de- | 
4r 3 „| termină din egalitatea: € = mo? = 3kT |2 şi annme Ii 
unde v = —— (5) este volumul părții rigide a moleculei ; ÎI 
3 | —_ 37 387 | 
Ca urmare i di = = || 
sia m M | 
Z, Zu 1 Se 2 (i- a | | 
y kT | În ceea ce priveşte viteza medie ea se calculează astfel I 
ÎI 
ô In Z 4N2 ou [| 
b) E = er: :) = Bia — DD ea șă 3 =( 4 (me mo? 
J ] = o f(v) do, unde ena Ponni 2 
sT Jr e E fw) f) = i: =] v co FA 
ET 
c) Oy = E =a 1 (4N? voto)? i Pe baza formulei (5) din anexa VIII, , se găseşte 
ôT y kT? Z AN2 IRI Wo 
YV—4N?v |1 4 3/2 „o 
kT | E m \ PR mo 
| == ) $, ee E) a = 
Vz \2kT}) d 26T 
2 (o 12 SRT VP: 
Cap. IV | | Val ee ) ( T) . 
e i : Te n mu — aaa RT E; 
i. a) 6 = 3, OPa unde p; este probabilitatea unei valori | Ca urmare: (Av)? =v? — 7? = = ( z] = 0,453 2 
; câ Y T m’ 
date a temperaturii. În cazul analizat, diversele măsurători iar dispersia 
fiind Po a P: = 1/6, (i =1,...,6). Ca urmare: | 
P 0, = 1 12,15 °C. LAPE = 0,673 Ea ma 
b) È = Şi p= 03, —> [(A0Ţi2 = (02 — Goe = 102.273 16172 
È i A E = 0,673 (= 10 pe) SN 
=., 02G 2,016 
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3. a) Prin definiție 


IP = 256 G rep (— = 
kT 


Di = > 
z= -fe(- ¥ aaa. 
l kT 
Întrucît gazul fiind ideal energia lui depinde doar de impulsu- 
rile particulelor, integralele în raport cu coordonatele pot fi 
efectuate în mod independent ceea ce dă factorul Vă care 
se simplifică. Din acelaşi motiv, printr-o substituție de varia- 
bilă, elementul de volum din subspaţiul 3N dimensional 
al impulsurilor, poate fi înlocuit cu cel cuprins între sferele 
corespunzătoare valorilor energiei Æ şi E + dE. După cum 
s-a văzut în exercițiul 34 din cap. III, volumul sferei 3N di- 
mensionale, cu raza R ~ Bi, este ~ BN: de unde, diferen- 
tiind în raport cu energia, se obţine că volumul păturii sferice 
va fi ~ KOV- AH. Utilizîind functia I din anexa VII, se 
găseşte i 


) ara” P, unde 


co E 00 
$ oc it pi? 1% ap ( ez pr tn ap 

n 0 na 

E ia ea = (ADP r = 
N ei pi "ap RPR 
o o 
(1) sy 
ra) 
= (kT? 


Ei 

2 

b) Aplicând formula, (1) pentru cazurile : n = 1, n = 2, 
se obţine 


(AF = (DB) = P — pe = SNEL 

2 

271/2 c 1/2 
e) Šg s [ARPI nan (3 è 
A 3N 

4. Prin definiție 
(8 — E) = P — 352 38 E i — pi — 

— 3P? + 25°. 
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În distribuţia canonică 


B = 2 Bear =— 2 Oa (e= ah 


Ce 


Se calculează derivata 


aE ô? (3 7) 3 (5 (4 A (c E 
ôg? dp2 (Z, 08 Z2 = A Z, sa 
2 07, 3 33 peer -a 
za CI = — 3E + E -+ 20 = (E — BP. 
Z, ka BA e li 


Pe de altă parte, ţinind seama de valoarea lui 8 precum şi de 

: ” oE ” 

faptul că Cy = (57 „ se găseşte 
ôTjy 


Pa 2y n s 

> PRA kir | = kI a (kT? 0p) = 

ôg? og ôT ôT 

00 
= k? T? | 270, + Te =]. 
( par z 
Identificînd cele două expresii ale derivatei i - se ajunge 
o 

Ja (1). Formula (2) se obține din (1) dacă se consideră că: 
= OSNRT 3Nhk 
E = — =; 0p=— g 

2 2 


5. În cazul unui oscilator armonic, conform teoremei de 
virial (vezi exercițiul 50, a), cap. III), vom avea:a ọ?/2 = 
= kT/2, de unde, deoarece e = 0, rezultă 


poieni k 1/2 
Ag =[(9— Pe = ( 5] i 


Q 


6. a) Fiecare moleculă se plasează în una dintre jumă- 
tăţile vasului cu probabilitatea 1/2. Moleculele fiind indepen- 
dente, probabilitatea ca toate să se concentreze în aceeaşi 
jumătate de vas este Pay = 1/22%, ceea ce reprezintă un număr 
extrem de mie atunci cînd N este mare. Dacă interesează 
probabilitatea ca n molecule să fie în una dintre jumătăţile 
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vasului, fără a preciza care anume, aceasta va fi egală cu 


1 : > 
P, = 0 pi cu cazurile extreme : 027 = 09 = 1. În starea 


de echilibru, care are o probabilitate maximă, n = N 


b) Deoarece fiecare moleculă se poate plasa în una dintre 


jumătăţile vasului, numărul total de stări microscopice va fi 
W — 22%. Microstările corespunzătoare stării celei mai pro- 
babile (de echilibru), cînd în fiecare jumătate a vasului sint 
2N)! 
cîte M particule, sînt în număr de W, = g > 2 : 
a compara pe W cu W,, se calculează pe baza formulei 
lui Stirling (5) din anexa VII 


Wo 


. Pentru 


In Ve = în (20)! — 2 N!—2Nm2 
W 
MEE T E PO 
2 Wo (Ny? 


Prin urmare, microstările corespunzătoare stării de echilibru 
sînt doar o fracțiune de ordinul NY? din numărul total de 
microgtări ce se pot realiza cu egală probabilitate în decursul 
timpului. 

c) În cazul în care în cele două jumătăţi ale vasului sînt 
respectiv N +n şi N—n particule, numărul de micro- 
stări este 

2N! 


We = ; 
(N +n)! (N — n)! 


2 
'Pinind seama de formula: In (1 + æ) sita — = Henni 


se obține atunci 


n? n? 
n W, = In Wo — E, > W, = Wo exp [= E) 


ceea ce arată că probabilitatea este maximă cînd n = 0. 
Dacă n creşte, prin valori pozitive sau negative, probabi- 
litatea scade după legea lui Gauss. 

7. Fluctuaţiile diverselor mărimi fizice determină fluc- 
tuații ale entropiei. Ca mărime aditivă: AS = AS, + AS 
unde indicele c se referă la corp, iar o — la mediu. În virtutea 
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formulei lui Boltzmann, 8 = klin W. Atunci, probabili- 
tatea ca parametrul œ să varieze în intervalul Ag, este 
dată de formula 


plx) Ag ~ exp E Ag = exp (~ac Ag. 


Sistemul total fiind izolat, energia şi volumul lui sînt con- 
stante, astfel încît AF, + AFE, = 0, AV, + A V, = 0. Ecu- 
ația fundamentală a termodinamicii pentru corp poate fi 
scrisă sub forma: AF, = TAs. — P,AV, + L, unde L 
este lucrul mecanic al fluctuațiilor, efectuat la trecerea 
reversibilă a corpului din starea de echilibru în cea caracte- 
rizătă prin deviațiile: AB, AS, AV, AP ale mărimilor 


corespunzătoare. Pentru mediu, avem în mod analog: 
AE = F A8 — PAVo. In consecinţă, 
AS, + AS = — = TE E a ae an , 
Ta To 
_ ABe+ PAV c—T,ASc 
> p(s) ~ e sn 


Dacă fluctuațiile sînt mici 


ana (Z) AS + F] App a (A8)? + 
38], aF fe 3 i 


982 
2E 02E 
2 ASAY + {~> ] (AVE. 
i 3go V i re ) | 
Ținînd cont că: (3) == i (F) = — P, se găseşte 
ôS jy ôF js 
2F 2E 
k- Ag ape AV as = (3 AS = 
082 oso yV 08 jy 


=a (35) AS = ATAS, 
y 


FRI 
as] AV = a AP = 
aY J, 


AV 

va Tosa7 

m? ai AP = — APAT; 
5]; 


H 92 
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ceea ce conduce la 


ATAS — 


(1) plz = exp ( — 


8. a) Lucrind în variabile V şi T, se poate serje 


A y 
48 = (7 AT + (7) AV; 


IP IP 
AP =(—) AP+(—] AV 
(z5), + lol 


În virtutea relaţiilor 


d y N í : sa 
( si = sup ; ( za ) = E (vezi exercițiul 49,, 
ôTjy TPT UV jr oT jy 


cap. IL); > 
o 


rezultă 


Înlocuind AS şi AP în formula (1) din exercițiul precedent, 
se găseşte că 
ôP 


AF 
aiii EV ir 


(AV | 
267 | 


(x) = exp As 
aaa e | =e 
v F 2k P2 
Expresia aceasta este formată din doi factori independenți 
şi anume 

(av)? H 


ET AT, p(V)AV ~ e 2T (F lrA, 


Cp 
(1) p(D)A? = e 27 
care sînt ambii distribuții de tip Gauss, adică sînt de forma : 


p(y) = C exp (— ay?/2), unde constanta C rezultă din con- 
diţia de normare 


+o 1/2 
of cp (=) a=, => 0=(2) š 
awg 2 27 
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iar 
— to a \ I2 pto ay? 1 
pa => | y oly) dy =(2) f y2 ex (€ ü e 
—% 2r —co r 2 á & 
Ca urmare, distribuția gaussiană devine 
(2) e(%) = 
Confruntarea formulelor (1) cu (2), arată că 


(AT): = kT; (AVE = | 


; AVAT =9. 


p 


b) Cu ajutorul ecuației de stare: PV = NkT, se sta- 

AV = kT (53 ) = VYN. 
9P Jo 

9. a) Se scriu var iațiile AV şi AT în variabile P şi 8. 


Procedind mai departe ca în punctul a) al exerciţiului pre- 
cedent, rezultă 


bileşte pentru gazul ideal că : 


b) Se pleacă de la expresiile pentru (AS) şi (AP), 
deduse în punctul a). Utilizind ecuația adiabatei PYY 
= const precum şi ecuaţia de stare a gazului ideal, PV 
= nRT, ele devin 


1 Il 


(AS) = knep; (APP = — kT (52) = bTy r sy aa 
OV js Y N 


Aici: n este numărul de kilomoli, cp — căldura specifică 
molară şi N — numărul mediu de particule în volumul 
V = 1 mi?. Din ecuația de stare 


PY 107° 
n= =— = = 6,01 1077, 
RT 8,3-10-5-2000 


> N = nN, =3,16 10%, 


În ceea ce priveşte cp şi y, pentru un gaz monoatomic, con 
form principiului echipartiţiei (vezi exerciţiul 54, cap. ITI 


Asii 5R __5 
acestea vor fi: cp= i = gi 
Atunci 
gapian 5R $ g 
(ASF = knep = En = = 1,38 - 1025 6,01 - 101X 
x Š * 881-102 = 1,72 10735 J?/K?, 


-> [ASPI = 415-108 J/K. 


5-104 
N — 2.3,61-10® 


= 6,9 - 10 (N/m?)?; 


[AP] = 8,3-10® N/m?. 


{0. Lucrind în variabile V, T şi utilizînd rezultatele 
exerciţiilor precedente, se găseşte 


ðP aP RU nu A Era 
a ATP A AV > APAT = (37) (AZY 48 
SE Eai pai í 97 F 


EY ean ôP 
2E) avaz e= (55) ; 
nar o (oz), 


a GAA 
În mod analog, se stabileşte că : AVAS = kT PR 
ile Procedînd ca în exercițiul precedent şi folosind rezul- 
tatele exerciţiilor 8 şi 9 se determină că: AVAP = — kT, 
ASAT = kT. 
12. După cum s-a arătat în exercițiul 8 


— ET 
(AT) = j 


NCy 


ca ðY 
AVÈ = — BP 
aw] | mR 
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in care n este numărul de kilomoli, iar cp — căldura specifică 


molară. Întrucît la 300 K în molecule nu sînt excitate încă vi- 
praţiile, pe baza principiului echipartiţiei energiei avem 


Ə . PPR" e Q š 
qam (vezi exercițiul 53, cap II), astfel că fluctuația 


rA 


relativă a temperaturii va fi 


[EEE (2) (ae 
d T2 nep ASR] 


9 \ 1/2 
= a) 3 (kN = nE). 


De asemenea, folosind ecuaţia de stare a gazului ideal, se 


obţine 
TV Ne nm y 1/2 
=| (AY) | = (27) a 
p2 PV 2 
s PV 1076 . 105 . 10-28 
unde N = = — 
kT 1,38 + 10723 . 300 
òr = 0,129, 3, = 0,203. l 
Valorile relativ mari ale iluctuaţiilor obţinute se datorese 
presiunii mari și faptului că volumul considerat este mic. 
13. Fie formula fluctuației pătratice medii a volu mului, 
dedusă în exerciţiul 8, a, 


(AF): = — nr săi 
OP Ja 


= 24,15. Ca urmare, 


Considerînd, N, numărul de particule al sistemului fix, de 
aici se obţine următoarea expresie pentru îluctuaţia patra- 
tică medie a densităţii numărului de particule, n = N/V 


EE N 2 E dentia TNE f 
(Āna = [a J a (AP e a 7) 
v) v ya (oP) 


Evident, același rezultat se aplică şi unui sistem cu volumul 


V fix și numărul de particule fluctuant. Ca urmare 


(AX): = pân = — XI (27) = 
y2 OP jr "RTP 


= y 


În cazul considerat, din datele problemei, se obţine: N 
= PV/hT = 2,69-107. Atunci : 


[ANP = Ni = 5180; 


l 271/2 
òy = mon P Zyma 0,19 - 1073. 


14. Prin definiție, coeficienţii de corelare căutaţi sint 


daţi de expresiile 
ATAP | 
AT App: 


ATAV , i 
PAZ, AV = ISI? TAT, AP 


KAT)? (AVP p. 


Utilizînd formula (1) din exercițiul 8, avem 


ATAV = N ATAV g(AT, AV)AATAAY ~ 


(7 (7 ATAY exp (SF) 


T Ia OV 


(AP _ ganw 
r 2kT 2k T? 


+0 i ôP 2 pF 
xaa raay =È AV exp[ z) a aAV$ AT exp ja 
mi OV la 2kT ka 
2 

— ATY] aar = 0. 

2k T? 
În virtutea imparității integrandelor, ambii factori se anu- 
lează. Rezultă atunci far; ap = 0, întrucit (AT)? si (AV) sint 
diferiți de 0 (vezi exercițiul 8, a)). Deci fluctuațiile tempera- 
turii şi volumului nu sînt corelate. 

Pentru calculul celui de-al doilea coeficient de corelare 
se evaluează 


ro (arsa > 

9V T oT V 

APAT = Sr) AVAT + Ga (AT): 
oy p oT V 
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După cum s-a arătat; în exercițiul 8, şi 9 


o Ape E p 
(AT = 4, (AP) = — p ) . 
Cy aV js 


Atunci, ţinînd seama de ecuația de stare PV = NET precum 


și de ecuația adiabatei PVY = const, se obține 


kT? E Nk 


OEA 1/2 
PAT = EE | dpi 
A c loz |, s > far, ar = ( A ) (Ce = 107). 


În cazul unui gaz monoatomic, din principiul echipartiţiei 
rezultă Cp = SR/2 (vezi exercițiul 54,, cap. III), astfel că : 
Tar. ap = (2/5)? = 0,63. 


b) [ABE = (F — Bop = (Rp, 


N 
5 l2 N, > [(AR)p2= (Boy = INI, 


i=l i=] 


~ . . e . v 
16. a) Se scrie bilanțul forțelor ce acționează asupra 
particulei i 


d?e 


da i ' 
m Fr = — i + F(t), h = 6r am (legea hui Stokes), 


unde F(t) este forța fluctuantă cu care moleculele lichidului 
acționează asupra particulei. 'Ținind seama de identitatea : 
P d?e IL d? y da y j SI 

dr 2 da g » ecuația respectivă, după in- 


dt 
mulțirea cu w, devine 


m d? dg \? h d 
PE pomi pi szo 
2 di dt 2 dt 
Se mediază această ecuație, observîind că: m Eai = 
di 


E ys a ERA . E o . . 1. e. d a 
= moş = kT, conform principiului echipartiției energiei, 
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iar aF(t) = 2F(î) = 0, întrucât mărimile v şi F sînt inde 
pendente şi în plus F(t) = 0. Se obţine atunci 


d. dy h 2 
— æ’, său ~ + y= . 
m 2m di? di m á m 


1 d | d a kT h 
eaa a A es a aike 
2 di \ di ) 

Soluţia acestei ecuaţii se compune din soluţia generală a 
ecuației omogene, plus o soluţie particulară a ecuaţiei ne- 
omogene 


A =A exp (- 2) +22, A = const. 
dt m h 


Presupunînd î > m/h, se poate neglija exponențială în raport 
cu celălalt termen, de unde rezultă, prin integrare, 
ai = SeT (formula lui Einstein). 
GrAN 


b) Înlocuind în relația lui Einstein k = R/Na, se 
găseşte 


RTI 
Bran 


— RTt 


3 ha 


TO e = PRR 
3a Na E i 


17. Conform relației lui Einstein dedusă în exercițiul 
precedent 


ET aue -( inp, 
az TAN 


18. În drumul său, molecula aleasă se ciocneşte cu 
toate moleculele ale căror centre sînt la o distanță nu mai 
mare decît 2r, (unde r, este raza moleculei). S-a presupus 
valabil modelul moleculelor rigide. Pentru simplitate, se 
consideră toate moleculele fixe, cu excepția celei alese, care 
se mişcă cu o viteză relativă vm, și posedă masa redusă 
u = mj2 (dacă moleculele au aceeaşi masă). Atunci, în timp 
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| 
j 
| 


de o secundă, ea se va ciocni cu toate moleculele ale căror 


„centre se găsesc în interiorul cilindrului cu suprafaţa bazei 


pai = pa d Ca ear a: 
= R(270)” şi înălțimea = ve adică CU More tnra molecule, 
unde n este numărul de molecule din unitatea de volum. 
Notind numărul de ciocniri pe secundă cu N, vom avea: 


N, = 4770 MOr. Cu ajutorul distribuţiei Maxwell după 


8k T 


Ty 

b), cap. ITI), ceea ce, ţinînd seama că densitatea gazului 
zl T\ Y? 

= i 

19. În ipoteza că electronii se supun distribuţiei Max- 


i y - zi 1/2 
viteze, se găseşte că : Vre = ( ) , (Vezi exerciţiul 58, 


p = mm, conduce la: N, = 16 72p ( 


well, 


mud +o m (03 + o2) 


` d m Peo -A cs i ae, 
=e \ v,dn=en z y 2RR 
ie Fel $ pe” a je 


Vog 
=— 00 


dodo, 


unde: n este numărul de electroni în unitate de volum, 
e — sarcina electronului, m — masa lui, iar Vs se determină 
din condiția ca mw,/2 = eg. Integrala în raport cu 2, se 
calculează nemijlocit, ea fiind de tipul e“ dy. În ce priveşte 
integralele după v, şi 2, ele se calculează utilizînd formula 
(2) din anexa VIII,. Ca urmare, se obţine tormula clasică a 


lui Richardson 
ze Sk TANA 
2=1—— ; 
fail cei dă) 


„20. Fluxul moleculelor ce traversează în direcția axei %, 
în unitate de timp o secţiune s, poate fi calculat pe baza dis- 
tribuției Maxwell și a formulei (2) din anexa VIII, după 
cum urmează X 


; 20 d e9 
În = nev, — exp | — —— 
4 »( ej; 


î m yma ma te matei) 
J=) 9, dn=m (i a | 1,6 27 dv, fe 2T. doo, 
AT o A 
— 09 
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19 — c. 325 19 


unde n este densitatea numărului de particule. Deoarece 


P=—nKT, vom avea 
P P 
(mm Ph puz 


D= 


Pentru stări staționare, fluxul în unitate de timp din vasul 
1 în vasul 2 este egal cu fluxul corespunzător din vasul 2 
în vasul 1, ceea ce este posibil doar dacă: P/T}? = P,/ TY, 

21. a) Se consideră energia plasmei de forma: E = 
= Bia + E", unde Fia este energia plasmei considerată un 


; : N : : 

gaz ideal, iar E’ = z (eg. (0) — eọ_(0)) este energia medie a 
interacțiunii electrostatice a particulelor plasmei, + (0) şi 
ọ- (0) fiind potenţialele create de toate sarcinile cu excepția 
uneia (>0 sau < 0). Potenţialele respective se determină 
din ecuația Poisson în care se ține seama că distribuția celor 
două sorturi de particule este o distribuție de tip Boltzmann, 

n eo 
adică ~ exp | — (+) — 
kT 


d Ao = 4ren [exp 22) = ep (—22)]; 


Aici n = N/V, este numărul de particule din unitatea de 
volum. În cazul temperaturilor înalte, eo <& kT, astfel încît 
dezvoltind exponenţialele în serie şi limitindu-ne la primii 
doi termeni ai lor, vom avea, i 


87e? 
Aq = xo, unde x? = n 


[i a Cc 
> Si se E A ep Zu 
r f 


Cerînd ca q să aibă o valoare finită la co și în locul unde se 


găseşte sarcina însăși, se obţine 6, = e, ce =0. Atunci: 
p, (0) = — ex, q_(0) = ex şi, ca urmare, 
za [ 8TeN vi 
E = Bia — Nex = Ba — Ne | —— 
VE? 


b) Utilizind relaţia E = er Le, cunoscută de la 


teoria ansamblului canonic, precum şi faptul că energia 
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| 
i 
| 
i 


liberă, F = —k Tln Z, se poate serie E = — T2 (3 š 
27 NT 
2 me N \1/2 
de unde se găseşte: F = Fia — T Ne (2) „ iar apoi, 
tinind seama că: dF = — SAT? — PAV, rezultă l 
Pp (55) _NkT Ne (E) i 
IV] YV 3 (Tye) ’ 
a OF Ne? f 8neN Vi: 
Fm [a] = Sua — , 
ôT jy 3 kT? yV 
DE Ne? (-8re2N "2 - 
0„= ( E (Oa ( = . 
97 jy 2 kT3V 


22. În absenţa cîmpului electric, viteza, medie a electro- 
nilor este egală cu zero, deşi ei se găsesc în agitaţie termică. 
îi . A => A v > pea w 
ln prezența unui cîmp E, îndreptat după axa sv, ei capătă 

=> 
acceleraţia : — eH/m. Imediat după ciocnire, viteza, electro- 
nului este egală cu 0. Ea creşte apoi sub acţiunea cîmpului, 
astfel încît la sfîrşitul intervalului între două ciocniri succe- 
. .. . ok . 

sive, viteza atinge valoarea: — eHz/m. Electronul este din 
nou difuzat. Ca urmare, viteza lui devine din nou egală cu 
0 ș.a.m.d. Media în raport cu timpul a vitezei sistemului de 
electroni, va fi v, = — eB-/2m, ceea ce dă pentru densitatea 
de curent: je = — enù, = ne?sEB]2m, unde n este numărul 
de electroni în unitatea de volum. Tinînd cont că: În = vB, 
rezultă y = ne?t/2m. . 


23. În cazul unor stări staționare, (2 = 0) şi omogene 


9; 
(73) = 0), ecuația (1) se reduce la 


Or a 
IR fe pp 202 0 ap j 102 2 
m 8, T?’ m ðo 10 m Io 


Considerînd că funcţia fọ este dată de distribuţia lui Max- 
well, 


m \2 mo? afo 
=n exp | —- 
în Er »( za “5, 


mo, 
fo ET?’ 
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densitatea curentului electric este > l . ; siina că 2 
unde po(rg) este densitatea în momentul iniţial, iar f(v) este 


funcţia de distribuţie a lui Maxwell. Deoarece particulele 


; int ze2B 2f do = pau i 
Î = — ef v, fdv, = T $ Vz fo dv, = se mişcă în virtutea inerției, la momentul t, r = r, + ut 
, > > - > - 
5 ȘI, ca urmare, fir, v, t) = po(r — vt) f(v). Densitatea la mo-. 
2E m yee = mentul î va fi dată atunci de expresia 
| ve dv, = 
kT 2rkT Fa > > = > = 9 sp 
| el, 1) = ( F7, 0 9 A8 = È ooff — 0) Ja (5 do = 
nert a ne?T 
E = yE, > y = j | / 
j == T | Po(7o) Ja[ 7 ) dro, 
1. + sg | 
unde a fost utilizat faptul că | v, fo dv, = 0, fo fiind funcție | unde i 
X | zi 
pară de v, 3 ; | f i ie {o m yE at (rar h 
24, În cazul omogen [2 = o) şi staționar ( ôf = ) eo i t zii) 5 i 
i P : ci 
ecuaţia lui Boltzmann se reduce la | i zis Să aiii > 
Considerind că distribuția po(7o) = po(ro) are simetrie sfe- 
> af fet, > ôf > 2 8 nică, se serie elementul de volum în coordonate sferice 
me eb. p5 men rR f =fo + mal - 73 = fo + tew- E Fa dro = r dro sin 0 dOde şi se integrează în raport cu unghiu- 
p p de | zile Oşi e. Va rezulta astfel 
sam 9 afa 0 Of, > | 
unde s-a ţinut; seama că : ay z do = ho Va == dh 3 Atunci | ž mi IT eee _m (79-76) o _ mro cos 0 
ap op eop de ale, n=( ZN erogano FE (e e x 
2rkT ¿8 o 0 
-> a D ô >> > 2AP ~ 
J= =e [irg 08 ot | Brio. 2 2 27 m 1/2 1 00 aaa a 
h ðe h xa(— cos) È ap=[ ) = [e Za _ 
3 . s f | 2rk T42 
Factorul 2 ja în considerație spinul electronului. Deoarece | i 7 i 
> > i 
j = yE, în cazul de faţă conductibilitatea electrică va fi un = ag ot 
tensor de componente iată ] Poffo) 7o dro. 
ê af 2A? Dar : po(ro) = po, pentru r, <a si = 0, pentru r a 
Yis = ef ii »(- A i și prin urmare si i TP du ul 
ir, fr me I : 
25. În absenţa cîmpului extern și a ciocnirilor, ecuația lui | Aes ls i) ga D) — j (— r), 


Boltzmann pentru funcția de distribuție fr, v t) devine: 


Su Jete n = 0. La momentul t= 0, flrs, Do, 0) = po (r) F0) 


| a _ Mlo)? 
| je) =f e E mara. 
i Š 0 
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26. Ecuația lui Boltzmann se reduce în acest caz la 


termenul ciocnirilor, adică este de forma 


o Ă -> 
A = (G (PR — I) m (9) dă, do, 
Atunci z 
dH ðf — 
—— =f (nf + 1) < dv = W af +f — 
di 
— Ji) vra (9) do do, aR. 
zi cai Sena AHE dia a at E 
Se observă că expresia pentru Ea ramine invariant tață 
d 
de permutările : 1) ve 2v, cînd fæ f, și 2) (2, 4 2) —> (7, v), 


cînd : ff, — Ffi; dodo, — do aa, Pre > Via.  inind cont că: 


Viel = rel 9 iar 


do da = do dv, în virtutea teoremei lui 
Liouville, 


sdt TF 
— Jf) vra (Q) dodo, do. 


De aici se vede că : In (ff,/f'f.) este >0 sau <0 după cum 
(f'fi — ffi) este respectiv < 0 sau > 0. Cei doi factori fiind 
opuși ca semn, produsul lor va fi totdeauna < 0. Deci 
dH PT 
di ~ 

27. Se caută minimul funcției: 


= (nf + nf, — af — la fi) Pf 


A = N fir, 2, t) În JG, v, t) drd», cu condiţia 


(1) ika 


Aplicînd metoda multiplicatorilor lui Lagrange (vezi anexa 
IX), se utilizează funcția 


H = ȘI [int a p[* 


+06] fărdo = E const ; i] fărde = 1 = N = const, 


mo? 


+ o|} Ga, 
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pentru care se impune ca 


7 2 
2 tape epites -U| =9, sisp 
af 2 af F 


De aici, rezultă 


(eondiția de minim). 


s=4 sea + vă], 


unde constantele A. şi B se găsesc din condiţiile (1). Dacă 
8 = 1/kT (ceea ce se obţine dacă se ia pentru U un cîmp 
concret dat, de exemplu U = mgz şi dacă se consideră ex- 
presia energiei, E, dată de principiul echipartiţiei : E = 
= 3NkT/2), funcția f reprezintă distribuţia Maxwell-Boltz- 
mann. 

28. În prezența unui cîmp extern, U, ecuaţia lui Boltz- 
mann se scrie sub forma 


(A = etern), 


3 - 0f U ð 
L gE IE, E URI) t (0) dă, da. 
gt ar m d 
Se constată în mod nemijlocit că distribuţia Maxwell- 
Boltzmann, 
| 1 f me 
r, v) = A exp } — — +U 
100 = 4 co [az | + 3) 


anulează partea stingă a ecuației în condiţii staţionare. 
Partea dreaptă se anulează, de asemenea, în virtutea legii 
conservării energiei. : 

29. Se scrie ecuația lui Boltzmann sub forma 
27,2 


i 


di PL, 


(1) 
=W Po, e; 4) PH — ffi) do do aw, 


unde w, sînt componentele accelerației, iar r P(o, v; ; 7 7) este 
densitatea de probabilitatea ciocnirii (o, 2) — (7 d). Fie 
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-> =p zr, d ; 
Y(r, v, t) o funcție oarecare şi Y(r, t) — valoarea ei medie în 


raport cu viteza 
| EG, ©, DIE, 0 0 de 
T(r, t) = ESEIA , 
ri, v, t) do 


care mai poate fi scrisă astfel 
PEO o D=, Dj, a, 0, unde 
(2) 
elr, i) = | fir, v, t) dv, 


este densitatea numărului de particule. Ambele părți ale 


. . A R . . YA > 
ecuației (1) se înmulțesc cu Y gi se integrează în raport cu v. 
„ Partea, stingă a ecuației obţinute se transformă după cum 
urmeză 


[+0 +a 


(fe) a=] | + 


di Od 9%, 
® 
ð | ð E oF 
pjp AE a 
day 9%, oi 


(3) 


OY OY > ô = 9 st, 
+ 9 +w, — | | dv = — (o P A ca 
“da, sai ri Bai iu d 


oF ð f 9 > 
oiai te satula Pi y do 
ff la mt A 0] v, 


A so Pale le, i à ; ma, Qot 
unde în primii doi termeni s-au scos simbolurile ai Şi — în 


š OT 
afara integralelor şi s-a folosit (2). Termenul trei dispare 
prin transformarea lui cu ajutorul teoremei lui Gauss într-o 
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| 
f 
| 
f 
| 
i 
| 


integrală de suprafață, deoarece KF, 2, i) > 0 cînd v— œ. 
După înmulțirea cu Y partea dreaptă a ecuaţiei (1) devine 


(0) (PE, zis 7, 00) Ur ptr EE, 3,0) Baza? aa, 


Se face apoi următoarea succesiune de schimbări de variabile 


-> - = => E7 = - -> . 
Do U>V V> dou, 
=- > -, = -> = -> 
V> >v A N> Vy 
=> + Er -> -> => - - 
Poti U>V y> Vo, 


'Pinînd seama de proprietăţile de simetrie ale densităţii de 
probabilitate s 


o > > > > a -> 
Piv, o; vyo) = P(o, v; v, 2), 
o [= > => > > > > 
Pi, w; v, 24) => P, v; v, v); 
>> > => O> e 
P(w, w; v, vi) agi P(o, vi; vis v'), 
relația (4) poate fi serisă sub forma 
A L D SETA ci = Lă ? 
6) 3 Mii P(o, o 0, 2) (PR YE — 
E >_> > = 
— Yi) dodo, dv’ du, 


unde Ty = Y; ty i Y = (7, v, t) ete. Bgalind (3) şi 


_(5) se obține 


CEv,) + 


d 0 Ei or ð 
gr ntg e= 
vi 92, pt») f di F de, 


(6) + îi Cr] do = a Pio, 01; 9, W PRF CE + 


+ Y, — Y — Y) dodo do du. 
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Fie pe rînd în (6): P = 1, F = v, F = v. Partea dreaptă 


se anulează, în primul caz, în mod banal, iar în cazurile 2 şi 3 
în virtutea legilor de conservare ale energiei și impulsului 
pentru ciocniri. Ca urmare, se obţine, pentru 


Pe i (e) = 0 (legea conservării masei), 
' ot da 
l tati pe (i servării 
F = 0, —— (po) H — (Ptit) = pw; (legea conse ii 
dt da, 
impulsului), E 
8 fa) E ( ou :) = 00,40, (legea con- 
sf i e k] = post, (leg 
hi E ela 2 


servării energiei). | 
30. Cu ajutorul expresiei din enunț, se calculează den- 
sitatea spaţială a entropiei şi densitatea fluxului de entropie 


pă = — A (fing dv = — Ap inj, 


pa = — A | fo Ing de = — 4p vinj- 


Se vede de aici că mărimea —A ln f reprezintă entropia unei 

particule. În continuare, se utilizează ecuația (6) din exer- 

citiul 29 în care punem Y = — In f. Termenul al iag din 

Sat A . ss M Ag aa aS piată 
îng: ă în virtutea legii conservării masei. 

stînga, se anulează g 


devăr 


= ôt da, 


Atunci, ecuaţia (6) din exerciţiul 29 poate fi scrisă ca o ecuație 
de continuitate pentru densitatea de entropie, dar cu surse 
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i 
f 
| 
i 


în partea dreaptă 
0 ue e 
—— {ps —— (082) = 
z C + 7 (600) = 0, 


Q= AN PE în; 3 Bf 449 x 


x n AL sac, d az, 
1 


, i J m VOA 
Inegalitatea evidentă : (2 — y) m & > 0, arată că Q >o. 
Yy 


Aşadar, pentru un sistem închis, entropia poate doar să 
crească, sau, dacă are loc egalitatea : ff! = ffi, să rămînă, 
constantă (legea creșterii entropiei). 


Cap. V 


1. a) Numărul de distribuții posibile a N obiecte dis- 
cernabile în m celule se obţine împărțind numărul total de 
permutări, V !, cu numărul de permutări nedistincte a obiee- 
telor ce fac parte din aceeași celulă : m! (i = 1,2, ..., m). 

m s 


Aşadar, W = N!/ II m !. 


b) Pentru a calcula cite posibilități sînt de a distribui 
N obiecte indiscernabile în g celule, fără a limita numărul 
obiectelor dintr-o celulă, se pleacă de la cazul particular din 
fisură 


1 2 g 


Obținerea unei configurații distincte de aceasta nu se poate 
face prin permutarea obiectelor sau a pereților despărțitori 
căci şi unele şi celelalte sînt mărimi indiscernabile şi deci 
totalul celor N ! permutări ale obiectelor şi (g — 1)! ale pere- 
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ţilor nu duc la stări distincte. În schimb, permutarea unui 
obiect cu un perete despărțitor schimbă configuraţia ini- 
țială (vezi figura). Pornind de la această observaţie se concepe 
totalitatea permutărilor celor N + g — 1 mărimi indiscer- 
nabile, adică (N + g — 1) !, ca produsul dintre permutările 
distincte, W şi cele nedistincte, care sînt, respectiv, N ! şi 
(g — 1) !. Prin urmare 


(N Lg ÎN FII pa Ei 
N !(g— 1)! 

c) Prima particulă se poate plasa în oricare dintre cele g 
celule. A doua se poate plasa în una dintre cele g — 1 celule 
rămase, a treia în g — 2 ete. Numărul de căi de aranjare a 
N particule indiscernabile în g celule, aşa fel ca într-o celulă 
să nu fie mai mult de o particulă, va fi, prin urmare, 


wI). UNH g! Ee 
N Wi(g—N)! ” 


2 Notînd cu N, numărul de particule din starea cu 
energia ep; iar cu N_ cel din starea —cp, vom avea pentru 
energia întregului sistem şi numărul total de particule 


D= Ie Nge te e Ma Aa 
În aceste condiţii, probabilitatea termodinamică este dată 
de expresia 
N! N! 


Wu = TNT i (SE) 


=) 2 


şi ca urmare, entropia sistemului 


(N—M) p O == 


S=knW =E| Nuy- - 


_ (N+M) in TEM) 
2 2 € 
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unde s-a utilizat formula lui Stirling In n ! = nin n — n. 
Stiind entropia, se poate calcula temperatura 


1 8 1098 k N-—-M 


(1) — >= 


z n . 
à T ôE ôM æ, N+M 


Această relație prevede posibilitatea T < 0 pentru M > 0 
(N+ > N_— sisteme cu inversiune de populație). Conside- 
rînd doar domeniul normal, cînd M < 0 (E < 0), diz (1) 


rezultă , 
N — M N_ ( 229 ) 
exp A 
N HM N kT 
Atunci , 
exp( m] 
N_ k 
== ? 
N „_£o o 
exp|— | + ex 
ef ET ) i ( ; ) 
(2) 


- ? 
T € € 
N oxp( 22 Le exp Ei 
kP kT 
vor reprezenta probabilitățile ca o particulă să fie plasată 
în starea —€p, respectiv, cp De asemenea, se găseşte că 


x e 
E = (Ns — N.) = — Neo th $2, > 


€ 2 
i xi( 2 
0E kT 
oT af E0 
KT 
3. Fie Em (m = 1,2, ...) şirul nivelelor energetice ale 


sistemului A, Ep (n = 1,2, ...) cel al sistemului B ete. 
Atunci A 


E, En 
z = g (7); Za = ŞI p (— si Je 


C = 
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Întrucât sistemele sînt statistic independente : Bappi... 
= Bam + Ham + .. . Ca urmare 


1 
E EI ere ED [= ay (am + agd 


aa), exp (— rai = Z4 Zg... 


= 5, exp = 
Energia liberă 
Farsy eee = — KT In Zau -e = — kT In (Za Zg...) = 
= Fa +- Ps .... 
4. a) Presupunind că în intervalul 0 < a < l, impulsul 


particulei, p, nu depinde de œ, traiectoria în spaţiul fazelor va 
fi cea din figură. 


x? 


b) Întrucît energia particulei E = p?/2 m, T, (E) = 

= l 2p = 2l (2 mE}. i 

c) Dacă peretele se mișcă cu viteza u, mărimea impulsului 
particulei variază la fiecare ciocnire de la pla p' = p — 
— 2 mu, adică dp = —2 mu. Într-un interval di = diju, 
poziția peretelui se schimbă cu dl, iar particula va suferi un 


număr de dt/t, ciocniri, unde t, = ab este timpul între două 
m 

2l 
ciocniri succesive. Vom avea deci ap au „BL 
u pm 2mul 


cioc- 
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niri. În urma acestor ciocniri, mărimea impulsului va 
varia. cu 


pdl pdl 

2 mul l 

Din 5) se obține atunci dr, (E) = 0. . 
d) Ecuația lui Schrödinger este în acest caz de forma 
A qa? 
2m da: 


dp = — 2mu „=> idp + pdl = d(pl) = 0. 


Ya) = ETU- E (o) =4 mjera] 4 


+ Bens| Em amp) Ep 
h 


¥(0)=0 şi ¥(1)=0, rezultă 


Din condițiile la limită : 


. - l ; a 
B = 0 şi (2mB)2— = mn, (n = 1,2, ...). Valorile proprii 
| h 
ep A glavas he a ji 
ale energiei vor fi atunci: E, = n’, (n = 1,2, ...) N 
8ml? li 


şi, ca urmare, 
a 8 ml? HI] 
w= SC) zl | 
h2 fl 
unde [ ]inseamnă întregul cel mai apropiat, mai mic decit 
numărul din [ ]. Pentru valori suficient de mari ale lui E, 
2mE NI _ TE). 
h2 h 
5. a) Utilizînd expresia hamiltonianului oscilatorului 
, p? mw?q? 
PD E Da vă 
2m 2 


WE) e 2 ( 


, Se calculează 


+00 F i 
2=f f exp (> z t= ȘI 
—co kT h [i 


1 +0 A p $ +o ( mo’q? 
a d ap | ete | dq a 
ia ep (— ir) A d 27 ) j 


2v Ji 2rkT ` kT kT, 
ho ho hy 


za $ (2rmkT) pl il 
h mo? 
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b) În mecanica, cuantică, nivelele energetice ale unui 
1 x 
oscilator sînt date de formula : s, = (» +a] hv. În acest 


caz, 


s hw exp (- hy B 
p ( kT ) 2k7 


În cele ce urmează, se va folosi suma de stare cuantică deoa- 


rece cea clasică se obţine din ea atunci cînd hy/k7 —> 0. 
[i 


hy- Yo 
o) Ze =e" = [2 sn =a . 


Punină '5 = 1/kT, energia internă şi capacitatea calorică a 
- sistemului rezultă astfel 


E ta =x $fe a (2) - 
óp op k 
Nhy ha < E 
_——— GC h y N | 
a ur (3 T eap (fe) =) 
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Pentru a determina entropia, S, se găseşte mai întîi energia, 
liberă, 


E = —kTin 2, = Nk Din (2 a. )= 
ÆT 


= xf + ET In (1); 
de unde, deoarece F = U — TS, 


ja EI =| As oth er — In (25h 2- f 
T 2T kT 27 


6. Utilizînd distribuţia cuantică canonică, avem pentru 
energia medie 


Ș = £ E, exp P— Be . 
k k 
Prin derivarea acestei relații în raport cu temperatura gi 


luarea în considerare a ecuației Gibbs-Helmholtz : H =P — 
ôF n . 

— T —, rezultă 
27 


d oa [E 2) A (7) Sa] 


kT LT Lo kT? 
1 (Z) - F Bo 
kT Lo kT? kT? 
F 


adică o expresie identică cu cea dată de statistica clasică 
(vezi exercițiul 77, cap. III). 


305 
20 — e. 325 


7. Conform formulei lui Boltzmann, $ = k ln W, unde 


N! 


NLIN L? N, +N =N, N,s—N-e=U, 
poi 


W = 


N, şi N_ fiind respectiv numerele de particule de pe nivelele 
-+s și —e. Cu ajutorul formulei lui Stirling, ln N! = NlnN — 
— N, se găseşte 


S = kln = m N (x + f(x +)] 
€ á 


-e-e Re-2 


Formula din enunț rezultă atunci imediat ţinind seama că | 


r d" 3g 
DĂ e A DAP TT i A a) 
T ôU JywN 
x 
8. Fiecare nivel donor poate fi vid (energia = 0), sau 
ocupat de un electron cu spinul „în sus”, sau „in jos” (ener- 


gia = —sy). Nivelele fiind independente, suma de stare | 
| 

teo] i 

Z = # = |1 + 2exp| 1| ii.: | 

| i »[ ET ji | 


Numărul de electroni de pe nivelele donore va fi dat atunci 
de formula 


ag în Z n 
n = — ($) =+ ; )= z a 
ta o| ET 


i 
(Q = — ET In Z). | 
| 


9. Corespunzător celor trei orientări ale momentului 
magnetic în cimp, vor exista 3 valori pentru energia de inter- 
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— | = 
acţiune, E = — (R. =s i 
acţiune, E (œ * B), —uB, +uB, 0 şi, ea urmare, suma 


de stare a unui atom va fi dată de expresia 


3 
5 — > E, 
tagas] =A pe pem ha; 
p= ee, 
kT 


Momentul magnetic total 


“u= —(33), mme (T), aee, 
Pe OB Jyr  1+ 2cha 


unde au fost utilizate formulele : Pa f : 
— TPE e NUD = 


Observatie. Momentul magnetic al cristalului put N l 
s o . ş . 


a) æ < 1. În acest caz sînt valabile dezvoltările în serie 


sh g S g.g chg x 1 +..., 


care conduc la 


3 SET (legea Iui Curie). 


9 
ză si w e shy & che = e? /2 > 1, de unde 
= vă îi ==! Uu, Ceea ce înseamnă alhier ia p 
momentelor în cîmp. linierea totală a 
10. Se ia drept zer iai nt 
; o a > : F 
E, — E, =E ri : l energiei nivelul W, şi se notează 
2 a „ Atunci, avem pentru suma de stare 


de unde 
97 
[ NE 
=Ni | (ue ")]- E 3 
exp [e 
exp T] 
OB: + Er E? 
Cp a a E IŢ vi 
fe | 


11. a) Suma de stare a unei molecule, 


k = pa geti = 2 Jir OTPELE giing 67 BEi-int = Zir Zint; 
$ t 


de unde 
Pd Ze = 2N = (Zir Zint)” = Zu Zm- 
b) Tasi O In Ze PEOR OIn(Zir Zint) E 
ô p 9B 
1 
see Ur + Unt, ( == a 


e 
c) Ținînd seama de indiscernabilitatea particulelor și 
de formula lui Stirling, InN! = N In N — N, se găseşte 
| | p 
F = U — T8 = — kT Iin —, > 
N! 


U — F Urr 
8 = = 
E VA E 


+ N kin Zint — Nk INN + kN = Dir + Sint Pi 


Umt O N i t 


ceea ce conduce imediat la formulele din enunț. 
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12. Deoarece particulele sînt independente, Z, = ză, 
unde z este suma de stare a unei particule, dată de formula 


uH uH uH . 
z = exp |- exp | ——— | = 2ch - 
a rele) (427) 


i kF 
a) F = — kT In Z, = — NkT nz = 
SeNet [ee Fa , 
ET 
b) S = — ( oe ) = Nkln [2 ba |= 
97 Jen ET 
aiia pi th (5 E] 
IT ET 


c) U =F + T8 =— NH th( z i 


4 


ôT RI? e(a) 
kT 
4 N uH uH 
d) M =uN = — | exp — — u exp | —=-- | | = 
Paua [at aa 
= um (22). 
kT 


13. Se calculează înţii suma de stare ca o progresie 
geometrică, 


Z. = Ý, exp ( F ) = . > 
aji 


de unde rezultă pentru energia medie 
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14. Din N particule aliniate se pot forma N — 1 pe- 


rechi ce interacționează. Pie N, şi N, numărul perechilor 
cu spinii paraleli, respectiv, antiparaleli, unde N, + N, = 
= N — 1. Energia acestei configurații va fi 

E, = JN, —JN, =J (2N, + 1 — N), 


iar suma de stare 


Ze = Şi 9» exp [= } 
7 


kT 


(N —1)! (N —1j! 
aiei = = 3 
NIN!  N,!(N—1—N,)! 


Ip = 


în care An este gradul de degenerare al nivelului £, și este 
dat; de numărul de permutări distincte ale celor N — 1 
perechi. Ca urmare 


[E (N —1)! ap- 
naso Na NiNa 


Z. =2ex 

° Fi p kT 
unde factorul 2 este determinat de faptul că schimbarea simul- 
tană a orientării tuturor spinilor în cea inversă nu schimbă 
pe N, sau Na, dar conduce la o nouă configurație. Deoarece 
suma care intervine în expresia lui Z, se poate calcula cu 
ajutorul formulei binomului lui Newton, 


JI — 1) 2J \ J7- 
= 2 erp | HAEL |] 1 4 exp [4 =- 
S apf ET jl +ep( =a 


15. În condiţiile distribuției cuantice canonice, densi- 
tatea de probabilitate a coordonatei este dată de expresia 
En 


1 S e Yr Y, 0, 


W(q) = z 2 


310 
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| 
i 
| 
| 
$ 
| 
| 
t 
Í 
| 
i 
| 
| 
l 
| 
| 


unde suma de stare 


mă 


i me \ e7 
Faa) Hua ( ) . 212th e 


1/2 
Wt ee (22) d, 


se obţine rezolvînd ecuaţia lui Schrödinger pentru cazul 
oscilutorului. Polinoamele Hermite, F(x), care intră în 
funcția de undă, satisfac relaţia 


(DS Eta) = 


n 


1 ex = Ea În 
aae P Ha 


Pentru a determina probabilitatea W(q), se calculează întîi 
suma de stare, 


= exp (- ho ) ȘI | exp [=r = 
7 vă! E kT 

‘a Ca 
i 2k T kT 


) cu ajutorul formu- 


| PE IDE i... RI ho 
Atunci, notind : & = p exp uT 


lei (1), rezultă 


i mo? Na ma? q? 
wo- (23) exp Oa ia ). 


Se vede astfel că distribuţia după coordonate este, ca şi 


în cazul clasic, gaussiană. 


16. a) Z = $: 3, exp (e) = 


Nm 6 


= 1 aep E): 


Z 
ü= E 
2 exp | — 
= »( kT . 1 A 
E u 1 c—u 
1 +2 ex ex 1 
T »| = 2 dT )+ 


17. Se calculează suma de stare în distribuţia macro- 
canonică, 


Z = Şi y exp Da au —a -)= 1 +exp (Ey 


În acest caz, conform relației (1) 


= [1 + eso w- 
oz Erel) Ca) 


La acclași rezultat se ajunge înlocuind funcția f(e), dată de 
(22), în (21), ceea ce confirmă justețea formulei (2). 
18. Suma de stare de rotație este dată de formula 


T oz 
8 = n Z 4+ = 
d: Z or 


.E, 2 
ais: i A r(r+1) 


5 =$ (2r + 1)e TIRT , 


10 


co 
Zio = (20), ro = 3, Jr e 
r:=0 
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r CONE h? SE 
În cazul temperaturilor joase, | kT < a se iau în con- 


siderație în exponențială doar valorile r = 0,1. Ținînd seama 
că ln (1 + æ) S æ + ...,se obţine 


Li as 


In zo = ln (1 + 3e F )x3e ™. 


Atunci ` 
Ņ oo a 
panir LE Zeu arp 0 a M T, 
OT ôT 1 


iar 


5 , h2 
În cazul temperaturilor înalte, (r> suma destare 
had. 
poate fi înlocuită cu o integrală punind œ = r (r + 1), ceea 
ce dă : 
72 
% sar 2Ik1 
2rot = e da = 
o he 
Ca urmare 


Phot aieri = NKT, a j Cot = 


ð In 2rot ð Eroi z% Nk, 
ôT oT 


adică s-a regăsit rezultatul clasic dat de teorema echipar- 
tiției energiei pe grade de libertate. 


19. a) După cum se ştie din mecanica cuantică 
h2 
dep = i +0 (7=0, 1, OTET 


Ca urmare, suma statistică de rotație va fi dată de expresia 


Ep 78 
co -7r œ -ar + 
Zroi = Zion UNdE Zro = ŞI gr e = Şi (2r; + 1)e 
r=0 7=0 
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a ha SI , F i a 
Dacă T < F, = Ce, se iau în consideraţie numai primii 


SIR 
doi termeni ai sumei şi se poate scrie 
277 


(1) VAR == $ + 3 e 


Pentru Z > F, se utilizează dezvoltarea Euler-Mac-Laurin 


1 » 
0 (0) t (0)— 


în condiţiile în care f(r) = (2r + 1) exp |= 


esa. . 


HA 
Atunci 
o mM pœ ri E E a În 4 24 
| f(r) dr = 24 0 dg = £ „unde g = a că - Li Ea 
“0 > Py [2] A IF 
Înlocuind, se determină 
T T 1 T 4 9 
2 Zot = — [1.4 Sde +— aM i 
(2) si Al 57 O 15 Te 7 315 p -) 


Pe baza formulelor (1) şi (2) se găseşte că rotația îşi aduce 
următoarea contribuție la energia liberă a unui kmol 
Pro —RT In Zot = 


2Tp 


—RT In (1 +367) 


P T 1 £ 
— RT| In — + mfi l 7 z zi |; 
| VAA A SIE să $5: Fe ii ) 


T< Fa 


si 


iar de aici, utilizînd dezvoltarea în serie In(1 -+ æ) S æ -+ 
-+ ..., rezultă pentru entropie şi pentru căldura specitică, 
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| 
I 


expresiile 


r 90 
2 
12R it ap ==} 3 T <a Ta 
a GN 
(3) (Om = eh) = 
AL 4 { T2 
Ci EE sa ). T>T 
45 T? 
b) În cazul HCI, 
2 5 + 10-342 
PEEL. ee e e = SAE, 
21k 2 :2,6 -10 . 1,38 -10723 
Întrucit T = 188 K >T, = 15,4 K, din (32) se obține 


atunci 
15,4 
188 
Diferenţa faţă de valoarea clasică, 
0,015%,. 

20. a) Suma de stare de vibraţie 


(Ora =R] 1 p >l ) |= so0015 R. 


(0rho = R, este de 


g 
-5a z) KA sa 
7 r N = ta 2 e 
Za = (Zan) 3 Zyib = y e = e PRI m 
* n=0 n=0 = eer 


unde s-a introdus notația œ = Ro/kT gi s-a utilizat expresia 
sunei unei progresii geometrice. Atunci 
ô in Zyib ho 


Ep = NeT? =N 
j 97 3 t 


Em Nk (2=) exp (Ž œo/kT) 


Cc, 5, SS 
: ƏT LT] (eter — 1)? 
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La temperaturi joase (x > 1), neglijind unitatea de la 
numitor, se obţine: Cyw S R (lo/kT) exp [= ho Je 


pentru un mol. | 
La temperaturi înalte (a < 1), pe baza dezvoltării 
2 


e? = 1 pt 
2 


primul termen, iar la numitor doar primii doi, se regăseşte 


rezultatul clasic, Cym = R. 

b) Din datele problemei rezultă 
ho — 0,3 -1,6 - 1019 
kT 1,38-*1072%- 1000 


æ = = 3,5. 


Lucrind în aproximaţia temperaturilor joase, se găseşte: 
O = 0,37 R = 3,1 J/K. 
21. Conform mecanicii cuantice, energia de vibrație 


ip, 
E io =h o(a Spr Fy Fi (n = 0,1,2, .. a 
hd 
pd 
Întrucît spectrul de vibraţie este nedegenerat, suma de stare 
de vibraţie va fi 


Eyi 1 e DRT 
vib E Kd o 2kT 
„+a ) ET e 


a 


|] 
48 
e 


Atunci, contribuţia vibraţiilor în energia liberă, pentru un 
kmol, se calculează astfel 


Ada 
T Na h =i 
Pos =— N kT In gon = 40 NET (1—e a 
unde N, este numărul lui Avogadro. De aici, rezultă 
aP fo 
ôF -ar 
Se = ( -> "j oih Ga T Pa N 
3 0 T y T(ehookt —]) 


+ -.., din care se ia la numărător doar 


| 
i 
| 
| 
i 
| 
i 
| 


Usi it Fo F T Syin = Yu hey A al } 


2 exp (Řo/k T) — i 


A = (A =z? 09 ) exp (ħñoo/kT) 
ii ôT ET] (PT — 1)? 


Pentru a putea comenta aceste formule se calculează 


hoo __ 1,05- 10-34. 8,28 - 1014 
k 1,38 - 1072? 
Dacă T «& To atunci exp (T/T) > 1 şi Om = 


= 6300 K. 


To, 
ho)? e ARS, tar 
sa ( 0| =e 4T., Conform teoremei lui Nernst, (ui şi 


kT 
Siw —>0 cînd T — 0, în vreme ce energia liberă şi cea internă 
A : ho 
tind ambele la energia de zero, U, = N, ela 
hd 


În cazul în care T > 17, exp (TAD) S 1+ T/T + 
+... Şi ca urmare 


1 48 Niho sl 
Ca = RII Fe ase h Pip A —RT ln 
Pi ( 12 Te ) wog Ty 
vo = A ’ v» = 248 i + RI. 
1 Fin (T/T) 2 


i a i E 
22. a) Popularea unei stări cuantice este ~ g(E)exp ( a } 


unde g() este gradul de degenerare al nivelului £. Întrucît 
spectrul de vibraţie este nedegenerat, 


E, 
E E aiat š "AT Ey Ey 
popularea primei stări excitate SE 5 n 
popularea stării fandamentale =at 
. e 


__A0 


=e 37 = 0,03. 
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l b) Ca în punctul precedent, 
; a 


popularea primei stări excitate gB je E? 


Eo 
popularea stării fundamentale gE je *? 


23. a) Z = Zu Zot Zu. După cum s-a văzut în exer- 
cițiul 75 cap. III 


Zu = VY (2n mkT)”R, > Pa = — ET In Za = 
o z= NET] In V + Žin (2 mm) |: 


În ceea ce priveşte contribuţia rotației, ca se calculează ca în 
exerciţiul 19. Deoarece, 


T, R (1,05 - 10 -24)2 
2187 27,11 10%. 1,38- 10-800 
za 00062. — 7,08 ET E 
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adică T >T, va fi valabilă formula (2) din exerciţiul 19, 
cu un factor 1/2 care ţine seama, că molecula are 2 atomi 
identici. Deci 

N 


T 
Zoa = 1 
pi E! tart 
T, 
4 a =): 


Foa = — N (m 
Pentru suma statistică de e A pe baza formulei (1) din 
exerciţiul 21, se găseşte 


i=1 ho; 
1 —exp| — — 
o kT ) 
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astfel încît 


Pas = — ET In Za = NED Y [a de În (se o), 
i=1 
A 
i 


Energiile interre corespunzătoare se găsesc conform formulei 
oF " 
Gibbs-Helmholtz, U = F + T8 = F — aE „cu aju- 
Mu 
torul căreia se obţine pentru un mol 
3RT r 
a e E E ) 


4 7, 
Uv» = R ( + 
; 2 1 — exp (—T,/ T) 


Ur = 


Tiexp (—7/£) ) 


i=l 
dU 3R 
b) cp F ) = L Rl —...)+ 
E Jy 2 
4 2 r apadi T 
+257 exp (—74/7) a 
F i U A [k— exp (—T,/T)} 
Caleulind i 
Bo -34 . RA e l4 
ic 1,05 + 10-34. 1,256 - 10 = 956 K, 
1,38 -10% . | 
T, = 1990 K, T, = 3490 K, 
rezultă, 
cp = RÈ +1 +2 -0,89 +0,61 +0,25) = 5,14 R. 


24. După cum s-a văzut în exercițiul precedent, miş- 
carea de translație dă în căldura specifică contribuția 38/2. 
Deoarece 

h2 (1,05. 10 -34)2 
P F= = — = 
2 2 -2,8 10.138 -10 


= MIR > i 
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de aici se deduce că la temperatura de 400 K sînt total exci 


tate şi gradele de libertate de rotaţie. Aceasta dă în căldura 


specifică molară contribuţia 3R/2. În sfirşit, utilizînd tor- 
mula (1) din exerciţiul 21, se găseşte pentru un mol 


3 2 ga E 
(07) = a = -a E A = RI a => 
ôT Jy ô T? jy ôT? F 


ge -$ In — 2P (—ħo/kT) 
ôT? Sı 1 — exp(—Èo:/k T) 


= RT? 


Ţinînd seama că 


tas) ( 1,05 -10734 -1,76 - 1014 ) 
= exp| — = 
LT 1,38 -10723 -400 


= e 283% = 0,035 < 1, 


exp ( — 


folosind dezvoltarea - = 1+ g+... se poate scrie 
— a 
Pa 2 6 hot. a At, 
(Cr) S RT? — J ln [e P Qpe * +...) = 
î=1 
hot 


9 E hof l -KT Ae 2 ( ha; 
= k — 5 —j|> +e = R exp| — - 
37 A, E Ba ) x =] 2 za 
Efectuînd calculele, se obţine | 
0r = SE SE + 0,39 R + 0,001 R +2 -0,098 R + 
+ 2 -0,001 R = 3,59 R. 


25. Se constată experimental că electronii (e), pozi- 
tronii (et), protonii (p) , şi neutronii (n), sînt fermioni. În 


ce priveşte sistemele formate din mai mulţi fermioni, ele se 


vor supune statisticii B—E sau F—D după paritatea numă- 
rului de fermioni. Sistemele formate doar din bosoni satisface 


statisticii B—B. Statistica sistemelor ce constau atît din 


bosoni cît şi din fermioni este determinată în mod univoc 
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| 
F 
| 


de paritatea numărului de fermioni. Întrucît sistemele ato- 
mice constau din fermioni, pentru a stabili statistica la care 
ele satisfac este suficient să ştim câţi fermioni conţin 
120 are 6p + 6n + 6e” = 18 fermioni, 
satisface statistica B—E, 
10 are 6p + Tn + 6e” = 19 fermioni, 
satisface statistica F—D, 
pozitronium are le” + let = 2 fermioni, 
satisface statistica B—E, 
120+ are 6p + 6n + Be” = 17 fermioni, 
satisface statistica F—D, 
Het are 2p + 2n + le” = 5 fermioni, 
satisface statistica F—D, 
H- are 1p + in -+ 2e- = 4 fermioni, 
satisface statistica B—E. 


26. Se pleacă de la formula lui Boltzmann 8 = k In W, 
în care se înlocuiesc 


Wa_p iată TI ar + gi) 


! gi! 
A Nilg! Wu =] 


T Ne! lN) 


(vezi exercițiul 1 p,e) 
Ținînd seama de (1), se ajunge la 
8 


z7 aN + BUT Şi gin (TF e-?E:), 
i 


unde numărul total de particule şi energia sistemului sînt 
date de expresiile 


7 fi 
N E N, a 2 
b: 2 exp(—a + BE) FI 


> gi 
USE- pei E Eiger 
de = d op CA PE) FI 
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21 — c. 325 


Atunci 


(00) o (e ae 
k 9; ay GA aw l li 


š 9 
a ae 
k\ ôa By da BY da Jey 


Dacă se înmulțeşte prima dintre aceste relații cu d8, iar 
ră doua « cu da și apoi se adună cele două relaţii, rezultă : 


Zas, = = — «dN 4 BdU. Conform ecuației fundamentale 


a i ditai ie TaS = dU + PâV — u dN, > d83y = 


= e +5 dU. Contruntind cele două expresii, 
se obţine: 6 = IRD a = u |kT, unde u este potenţialul 
chimie al sistemului. 

27. Legile de distribuție cuantică, B—E (semnul de 
sus) şi F—D (semnul de jos) 


3 Li 


gi ap“ d= IT E)E 1 


se reduc la cea clasică de tip Boltzmann, în care m; ~ 
> Lep —ukT)> 


> 1. Ultima inegalitate rezultă impunînd condiţia ca 
precedenta să aibă loc pentru orice E, în particular Şi 
pentru E, = 0. Pentru a determina condiţiile fizice cînd 
această inegalitate este valabilă, se trece în expresia numă- 
rului de particule de la sumă la integrală, înlocuind gradul 


E; dati E, — p 
~expi —-——- j| atuncicind :expl ———— 
»| TT ) ja au ET 


de degenerare al nivelului g; cu sE „unde dI este volumul 


elementar al spaţiului fazic u. Şi anume 
e — 1 de-a 
N += > N = Şi exp"); >N sai să (e M Ar. 
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Ținind seama că E=p?/2 m, AP =AV 4rp?dp =A V 2r(2m)?2 X 
xE? dE, de unde, cu ajutorul integralelor nien din anexa 
VII, se obține 
-4 2m V(2m)2 ce -iF 
P e E $ e * pe aE = 


ii N 5 


AAEL N caile dp = -L Sr (2 mk T)?2>1. 
Nh? o h? V 


De aici se vede că statistica clasică se aplică atunci cind 
temperatura este ridicată, masa particulelor este mare și 


densitatea gazului ( z ) — mică. 


28. Se scriu legile de distribuţie B—E şi F—D sub 
forma 


(1) N; ca (poate pr , > 
exp( d 1 
ár Vgp? dp 


p? 
1 
h? [erf “p = P7 | 


unde factorul « se găseşte din condiția 


> dN = 


N= Er p2 dp. 


h3 J exp (a + p°/2mkT) FI 


Utilizind substituţia t = p?/2mkT şi apoi formula (11) din 
anexa VIII,, în care z% = exp «, se obţine 


N= or miT)? 2 2 c i i dt 


Yr o exp (ax + t) F 1 


gV a E, 
= (27 mk D322 t a. 
a rame) > iu (1+1) 


gta 
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27 


Pentru evaluarea parametrului «, se consideră doar primul 
termen al sumei, ceea ce dă 
gV (27 mk T). 

h? N 
Conform ecuației de stare : V/N = kT/P, iar m = M,INA4> 
> Anp]Na = 1,01 - (6,02 +» 10261 kg, g >11. ` Aici, An — 
este masa atomică relativă a hidrogenului, iar M, — masa 
moleculară relativă. Ca urmare 


(2) a = ln 


RE n ȘI Da Tic n E a E 

A 2 

Introducînd valorile numerice pentru T = 273 K şi P = 
= 1,033 atm, se obține a 2 10,56, — exp a > exp 10,56 > 
> 1. Deci, în condiţii normale de presiune și temperatură, 
e* > 1, pentru orice gaz neutru sau ionizat. Rezultă atunci 
că se poate neglija unitatea la numitor în formulele (1), 
astfel că 


e; ; 

N; = gq exp | — — | exp (—a); 

, 9 > i p (—a); 
E Z g4 n Vp’dap 


h? exp(a + £ kT) 


Utilizînd (2) şi þinînd seama că s = p?j2m = mw?/2, se 
regăseşte legea clasică de distribuţie a vitezelor, a lui Max- 
well, 


2 R: a 3j me 
AN =N E EONS „a am dp = yE Pa ve 27 do. 
Va (om): Vr \2&T 
Aşadar, dacă e* > 1, ceea ce are loc în condițiile problemei 
studiate, statisticile cuantice se reduc la cea clasică. 
29. Se trece în (1) şi A de la sumă la integrală prin 'sub- 


4 
stituţia g, st = dy — zpi . Atunci 


h2 
B) o= TAi n 17 exp (HA -= IG dp, 
An V pe e (p) p° dp 


h3 Ă exp (= e) p. ) Fi 
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Integrînd în (3) prin părți și ținînd seama că termenul din 
afara integralei se anulează, rezultă 


de 
e. dtz 
4r y y P Th 
3h? taptir Ea 
kT 
= s are =(p)p? dp o Sy 
3 h3 0 exp (AP a Ei 
l kT 
Deoarece Q = —PV, vom avea PY = T U, ceea ce dă, în 


particular, în cazul particulelor nerelativiste PV = Fiul, 


iar pentru cele ultrarelativiste (fotonii), PV = = U. 
30. 2) Conform legii de distribuție Fermi-Dirac 


EE. ES 
exp Aae <2 ) "= 


Trecînd de la distribuția discontinuă după energii la cea con- 
tinuă, trebuie să fie înlocuit g, — gradul de degenerare al 
nivelului E,, cu dT/k?, unde dT este elementul de volum din 
spaţiul fazelor. Ținînd seama că p = mo, avem 


AI a dVârp? dp __ 8rmdV 
r l "e i P 


(Ep— nivelul Fermi). 


vdo, 


unde factorul 2 este introdus pentru a lua în considerație 
cele două orientări ale spinului electronului. Ca urmare, 


mo? 
deoarece E = Ea se obține 


3 
aN = EnVm 1 l 22 abia, 


h? mo? Ep 
exp | — +1 
i. (T k =) 
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m 
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| 
i 
i] 
i 
| 
| 
| 


b) Procedînd ca în punctul a), se înlocuieşte distribuţia 


discontinuă cu una continuă, și anume 


gV mdy do 


h3 h? h? h? 


dvdv,do,. 


Întrucit W= mo?/2, formula (1) devine în acest caz 


2 2V m? dv,dvydv; 
h? D mo? Ep i 
exp [EP aq 
ui f= 35) + 


31. a) Conform distribuției Fermi-Dirac, 


Norea eee a 


exp (F= T +l 


acum ll 
De aici“e vede că unitatea de la numitor poate fi neglijată 
atunci cînd exp [(E;, — Er)/kT] > 1. Ştiind că B, > Ep 
pentru realizarea inegalității respective este necesar ca W, > 
> kT. În particular, pentru ca eroarea să fie de 10%, trebuie 


ca E = 2,20 kT. ; 
b) NIZ >B) = | Nan = SE oxp (TE) x 
E h3 kT 


o Bi 8V E 
XA M ex [2 dE = 2m)! 2 (LD = 
k p A i (2m?) (kT) exp TT x 


Integrala care intervine se divide în două integrale, după 
cum urmează 


00 i 00 mo 
f ea? da = g 6-*da să g? e *da. 
Xa 9 


„0 


Primui termen, în virtutea formulei (4) din anexa VIII, 
TE 


este egal cu i 


. În ce priveşte al doilea, termen, printr-o 
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integrare prin părţi, el devine 


žo g 170 Zo 
j g? e” do ==> | + N ed = 
o 2 lo o 
to -4 Va 
= — 0 e LT orfa) 


Înlocuind rezultatele obţinute în formula de mai sus, 86 


ajunge la relația din enunț. 

32. a) La 0K electronii completează în spaţiul impulsu- 
rilor în mod compact toate stările între 0 şi o valoare maximă 
Pmax Numărul de stări cuantice avînd impulsul cuprins 

; : dT Váårp? d 
între p şi p+dp este dat de relaţia: Ia = ge 
(unde g este multiplicitatea de spin) şi el coincide cu nu- 
mărul de electroni cu impulsul în intervalul p, p + dp. 
Atunci, numărul de electroni cu impulsul între 0 şi Pmax Va îi 

s e 


7o SV Pmax 2 => Sry 
rerh aia = 


3N 1/3 
a ) 


2a gi ei A Eaa 
Pasz) >? [33 


Ca urmare, energia limită (nivelul Fermi), va avea valoarea 


Pioax (=Z 23 h? 
1 Er = Epa = 40 = |. 2 
i Fo om (82V) 2m 
iar energia totală a gazului, 
Pmax 42 "ani aa 
E =(7 2 AN (p) = ET pe ptdp = 
o 2m mh? Jo 
(2) l | 
= EP pm = 2 NB = (2) 
Simie t 57 30 ma] VE 
În mod analog, se evaluează 
2, A 2 3 max 
ë= 20 pare niw a aa PI 
M jo h? m 
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2 
b) Conform relaţiei: PV = ri E, stabilite în exercițiul 


29, şi a formulei (2) din punctul a), se obține :P =(8/87)?/3 x 
X(h?/5 m N/V). 

33. Pentru energia lá temperaturi joase se consideră 
valabilă formula (2) din punctul a) al exerciţiului 32. În 
nucleu există A nucleoni (A — greutatea atomică), dintre 
care Z — protoni şi N =A—Z, neutroni. Neglijind diferența 
de masă dintre protoni şi neutroni, energia nucleului va fi 
dată de expresia, 


p- (=)” h2 NB + Zsa 
40 m Vai 
În ipoteza că nucleul este o sferă de rază R = radi (re = 


T 


= const), volumul, său V = 47.R3/3 = = mA. Ca ur: 


mare 
J53 _L g5 >. 2/3 pa 
o AT ienis a. O [22] + 23.4 MeV. 
A2B8 40 (4r? înra 


Se transcrie acum expresia energiei nucleului, sub forma 


Pg D538 D 358 
BD = 2oa| | 1 + £ fa la 
l aie | a) | 


unde A =N +Z şi D=N—Z. Întrucît D< A, se 
poate utiliza dezvoltarea þbinomială, conform căreia : 
TRT ERE 


$ ..., ceea ce conduce 


“A "3 A 9 A? 
5 D? 
la relaţia : W = 22/3064. ( l+ >= H... 
i 9 A? 


34. a) În statistica Fermi-Dirac, numărul de particule 
şi energia totală a sistemului sînt; date de expresiile 


y= ar$. E , 
9 epf a) +1 
(I) 
E = av. Si , (4 = 4r a F 
9 esp ( Ta ) + 1 
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În virtutea formulei (13) din anexa VIIL, valabilă pentru 
temperaturi joase, l l 


P = "de pati E n nn) i =] l 
Ter ri 1 n+l 6 p 
p(z) + 
În aceste condiții, (4) devine 
N 2 T (DI 
2 E ace D SS — y3h 1 SS pea . 
(2) Ay 1/2 3 u | + 3 ( í ) | 


Dacă T = 0 K, după înlocuirea valorii lui A, (2) se reduce la 


3N Ve h? 
BE 


pa (to = Ep, nivelul Fermi). 


2m 
Dacă T # 0, relația (2) se scrie sub forma 
. 2 2 
(3) pyr = pef ÎN Ra Şa i 
8 no 
Utilizînd dezvoltarea: (1 + s)” S1 + ma +..., rezultă 
2 kT 2 
(4) = m| 1—5 (12). 
12 Wo 


Energia internă se determină conform relațiilor (1) după cum 


urmează 

5r? (2 

MSA 
E yz 2 3 8 p 


e e] 
N Ip 5 Ï 4 SS] 5 j 2 lu 
8 lu 


Utilizînd (4) precum şi dezvoltarea 


zxi—g + TET 
J æ 
se găseşte că 


n= elitE (2y) 


9 ko 
a A a Ea pp 
01 Jr Ho 
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| zu a dorii - de undă de Broglie a celor mai rapizi el i 
b) Pentru a stabili expresiile entropiei şi presiunii unui 5 p ectroni este 


gaz electronic degenerat, se calculează potenţialul Q, ţinînd 
seama de formula dedusă în exercițiul 29, precum şi de (3) 


b) Prin definiţie, A = k/mv. În cazul analizat, lungimea. 


h SV) (8-314. 10418 
Apr ei Ne =( ) = 4,64 - 10-10m, 


şi (2) mop \ 3N 3-8,4- 102 | 
| 2 2 m (ADE | | 
Q = Tz d sm me 3 N e| l+ awi 36. În statistica Fermi-Dirae l 
E AP vl 14 (S (DX, = 2 , > ay 87V __ m(2me)"?de 
hja zi i Ep e A | 
15 8 (o exp ( prr e) +1 h? exp Fa 2) +1 | 
De aici rezultă l k ; | 
z 99) 70 spun E "Nk L d Pentru determinarea parametrului £ = p/kT, se serie con- | 
oz Vu "8 s Uo 2 Lo diţia | 
nm | SrV vz co 1/2 
ceea ce arată că entropia şi capacitatea calorică a gazului Fa y2 (mir) Pda J radh | 
electronic — 0 cînd T —> 0, conform teoremei lui Nernst. h3 o exp (æ —E) +1 LT | 
În sfîrşit, întrucît Q = — PV, l 
Q 2 Nuf, e n? (IN? Integrala se calculează pe baza formulei (13) din anexa VIII, | 
Peen cate T l+ a = | in care se ia în considerație numai termenul principal al | 
p 5 y an N dezvoltării şi se consideră n = 3/2. Se obține astfel | 
Pi 2 Nu [ = 2y | 
FT E ag i Í 8rV 2 2 2/3 i 
5 2 12 \ go | 2) N = pă (meets, a 5 = a ăi ) „| 
35. a) La 0 K, starea gazului electronic este complet i du 
degenerată : în toate stările cuantice, de la p = 0 la p = pr i 
este plasat cîte un electron. Întrucît numărul de stări cuantice Deoarece Nm, = pV, 
este : ar rr p?dp, integrind se obține numărul total de h2 3 Vaze) 
E 3 i | ph 
electroni 2m mik T | Sma 
yas O a a T 1p SR: (6,62 - 10-342 F | 
~ h — B 3 F>» l 2- 3,14-9,11- 10731. 1,38 - 10723 - 300 | 
De aici rezultă următoarea expresie pentru viteza ma ximă a A, ano. ana VA l 
(viteza Fermi) : x ( 3_- ăla -a 10° - 6,02 - 1026 ) = 271. 
p h 3N VB 63,6 
Üp =r LE, [erai ( ) =s , 
m m (8Y Valoarea £ = 271 > 1 justifică limitarea la primul termen în 
3-8,4. 10% Vi 6,63: 107% m i km formula (13) din anexa VIII. 'Ținind seama în (1) de valoarea 
=| 8 -3,14 - 104 ) 9,11- 1073 s s. 
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„Tui E, precum şi de celelalte date ale problemei, se găseşte 
că numărul de electroni liberi în intervalul dat de energie 


este 
dN = 


s 1 a 
_8:3,14-10-4-9,11- 101(2. 9,11: 10t. 6,9- 1,6- 10-19) 70,05- 1,6-10 


(6,62-10 [e am Pe | 
1,38- 102.300 
= 8,8: 102, 


37. Conform distribuţiei Fermi-Dirac, 
2 2de > : : 
Sny m(2m e) Pde A ade TRI 
kT 


h? € 
exp | — — 1 
IE E) + 
Atunci 
00 /2 
tak AN — 82 A arpe” ae 
0 


o exp(x — £) + 
(aaah 


A 
În ce pr iveşte presiunea, după cum s-a văzut în exercițiul 29, 
în si nerelativist ea se obține cu ajutorul relaţiei: 


AN = 


P = pa T Folosind pentru calculul integralei ce intervine 


în expresia lui U formula (13) din anexa VIII, în care 


= 5/2, se obţine, limitîndu-ne la primii doi termeni ai 
dezvoltării 


o o 3heò 3N PB N 5r? (Sa VH mek? T? 
1) Di S-a ; i 
a) 10 r] A 3 Fa ht | 


unde s-a utilizat pentru £ relația (2) din exercițiul 36. Ca 
urmare, pentru temperatura T =0 K rezultă 


E apa 


SrV m 
i . 10734)2 : . 1024 \2/3 - 1024 
__3.- (6,63 : 10 (2 8,4- 10 ) E dă e lg 
10 83-3,14-104] 911-102 
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și respectiv 


2 - 5,64- 105 
3 - 1074 - 9,81 -10t 


=—3,83-105 atm. 


Termenul dependent de temperatură din (1) are valoarea 


l Bry yH meke T2 _ 
3 | 3N ) Mo 


_ 5: (314) ( 8 - 3,14. 10% VB (pa: 1072. 1,38 
3 3-8,4- 1024 ) (6,63 - 10734)2 


2 
x 10-23-30 ) = 5,6 - 105, 


În consecință, la încălzirea tijei de la 0 K la 300 K, energia 
internă şi presiunea electronilor variază respectiv cu 


AU = U — U, = 5,6- 10% - 5,64- 10° = 316 J. 
AP = P — P, = 3,83 : 105 - 5,6 ° 105 = 21,3 atm, 


38. Conform formulei deduse în exerciţiul 30, b), nu- 
märul de particule din unitatea de volum cu viteza în in- 


tervalul d? este 


V 2m? Vy 3) 
d a ai » = | Seini A 
y hex E +1 
2kT kT 


Atunci, densitatea curentului de electroni va fi 


ja =ef v, dn = 2e mă FA dwan aie 3 
p3 JI o vo exp (2 ata 
2kT kT 
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unde v, rezultă din condiţia: ma2/2 = W. Se calculează 
integrala după v, 


N DID ASE OROA 
mo? Ep =f mo = 
% exp| ——— — 1 w e —— 
| a A T ap (z ) dei 
kP eo d kT 
"e kE |- re )- 
yey +1) m Yo 
_ET me ve 


(1+e CAT e IT), 


2 Ni 
în care au fost introduse notaţiile: c=exp ( m. Ar adi 


p 2kT kT 
2 = 0% + o, y =ex fa = ex mo = 
q y 2 Y= ep 27 |? Yo exp T 


= exp A „ Deoarece prin ipoteză exp | 2] <1, se 


poate utiliza dezvoltarea In (1 + 4) sp -+ ..., iar inte- 
grălele Poisson rămase pot fi evaluate cu ajutorul for- 
mulei (2) din anexa VIIIa. Ca urmare, se obţine 


7 
iu m? kT koo 
$ =F (02 + 2) 
în e 20 0 N, o P Panan = 
__ dem -5 
ke T?e 


h3 


39. a) În cazul unui gaz fermionic complet degenerat, 
în fiecare stare cuantică, cu energia cuprinsă între 0 gi Pr 
se găsesc cîte 2 electroni. Numărul de stări cuantice din 


elementul de volum al spaţiului fazelor dr este E eee 
h3 


=U Arp"? Atunci, 


T numărul total de electroni 


7 \13 i 7 
m si(a 222). 
8r V 32 2R? 


334 


unde 5-a ținut seama că în cazul relativist: E = po, iar 
V = -RIS (r—raza stelei). Dacă steaua este suficient de 
deni, rezultă că Ep D kT, ceea ce confirmă faptul că ea 
poate fi tratată ca un gaz "Fermi degenerat. 

b) Lucrind tot în aproximația gazului fermionic dege- 
nerat, avem pentru energia sistemului 


8y 


Epl Eple 3 
1) E = Me eqr peaN (p) = ef p*dp = T NEp. 
o o 


Presiunea stelei se calculează în două moduri diferite : P = 
EA i (vezi exerciţiul 29) şi P 4rR? = GM?|R?, unde 
“ay 4y 

G este constanta gravitațională. Egalind cele două expresii 

pentru P, rezultă 


2 
GM ră. Niy s i 
R 4 Ro? 


40. a) Conform legii de distribuţie Fermi-Dirac, 


ay = 88. p2dp ` ( A Al 
W exp(—é +e(p)kT) +1 


Considerînd electronii în cazul iai iii e = ¢p şi ca 
urmare 


exp (ejk T — E) +i 


ETAS” æ? dge i € 
-o (EJS GE 
eh o exp (x — E) +1 ET 


N= 8y - e?de 
ch? Jo 


GA cax A i 
o eh? Jo so pati 
_TBnVIATA oàs 
eè h? o exp(s— é) +1 
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Presiunea va rezulta, atunci cu ajutorul relației P = U/3V, 
dedusă în exerciţiul 29. Uţilizînd formula (13) din anexa, 


VIII, se găseşte 


y — SVI (E 


T? 


8nVkt Tt (Et n? 
U ==] PE. |. 
h3 cè ir s d ) 


Termenul principal în expresia lui N ne dă în prima apro- 
ximaţie 


ch E 13 3:108-6,63-10- ES aii 
KT = 1,38 -10723. 104 AT gk 


de unde se obține următoarea valoare pentru energia pe 
unitate de yolum 


U = 


Up 8-3,14(1,38-10-23. 10114 E nit... E 
4 (3-105-6,63-10-2 | 4 jo 


= 1051 I/m3. 


u 10% N 
P= -= - 3,5 * 10% atm. 
b) 3 3 m? j 
A) 32 2/3 
dp pa POE | ERE r( să = 6-105 J/m? E. 
oT jy ch 8V 


4l. a) După cum s-a văzut în exercițiul 19, a), tem- 
peratura critică de rotație, T, = }2/2Ik, unde momentul 
de inerție I = p &?, u = mm|(m, + m) fiind masa redusă, 
iar a — distanța dintre atomi. Atunci 


TAB): 7,(ED) : TD) = 


__ mtm, Mu + Mp, Mp + Doe 3,3 :1 
mı — mim m 2 
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22 — c.325 27 


b) Aşa cum s-a arătat în exerciţiul 21, temperatura cri- 
tică de vibraţie T, = îi œ/k, unde œ = (a/u), « fiind: 
constanta elastică, iar u — masa redusă. Caurmare 


TH): THD): 7(D,) = Vă T săi, 


42. În modelul Debye, un corp solid format din N atomi 
este considerat un sistem de 3N oscilatori legaţi, ale căror 
frecvențe variază între 0 şi o frecvenţă limită vo Energia, 
internă se obţine atunci prin integrarea produsului dintre. 
energia medie a unui oscilator, dată de formula lui Planck : 
z = hy/(e}T — 1) şi numărul de oscilatori ce posedă o. 
anumită frecvenţă, 


I(v)dv = iv E ra (vezi exerciţiul 55), 
G Ci 


unde c, și & sînt vitezele de fază ale undelor transversale şi 
longitudinale. Deoarece numărul total de oscilatori este 3N > 
se poate scrie 


3 
3N =S go) dv = | ne E, - 
o È 6]3 


—> 9(v) dy = kad v? dy. 


3 


Yo 
Ca urmare, energia internă este 
v_ h eY 3 
t=Í Edidi e E ( v3 dv 5 
o v b exp(hv/kT)—1 


$ na g? de 


3 
T Jo exp gæ— 1 


unde : æ = hy/kT, iar Tp = hvo/k, este temperatura Debye. 


a) La temperaturi înalte (T > Tp), æ & 1, astfel că, 
es l+g+.... Atunci, în prima aproximaţie 


Us 


9Nk TA Si 


z de = 3 NET, 0, = (57) — 3N%k. 
T A aT Jy 


33T 


Z 


b) La temperaturi joase (T < Tp), limita superioară 
i . Q Sai i 
integralei în expresia lui U, Tp/T — co, ceea ce face că 


(2 ia (vezi anexa VIII), 
9 g a 1 15 
de unde rezultă 
3 Nkrt T* 
U E = Bean Si 
513 
c) După cum s-a demonstrat în exerciţiul 77 din cap, 
III: (AB): = (E — F) = k120,. De aceea, vom aveg 
3/2 
(AB) - (k T20)? (2) a: war(32) — 
èz = 0; T 


E OyT 


a | (22) 120% mt „ps 
a Uy — a . 
Lore 55 


43. Concepind energia internă a corpului solid ca ener- 
gia unui gaz fononic, avem U = 3, Nisa unde e;=h, 
> í 


Ji 
exp (e:/kT) — i 
legiz de distribuție Bose-Einstein scrisa pentru u = 0. 
"Trecînd de la distribuția discretă la una continuă, se înlocu- 


în baza 


este energia fononului, iar N, = 


dr dYV4rp2dp t a i lu: 
ieşte gı > Te A ide Întrucît impulsul fononului 
p= Mati , vom avea atunci dT/k? = dY 4ryv’dv/c?, de 
e e 
unde rezultă 
4nVh(w všdy _ 4nVh ( kT y æ? da 
ai e? 9 h o e€ — 1 


9 exp (2) 1 e. 


vo fiind frecvența limită a vibraţiilor solidului, œ = hyv/kT, 


PAR e (2/2) + (1/0). În aproximația temperaturilor joase, 
go > i 


29 = hwolk'T—oo, în așa fel că integrala devine 


4 5 Ie pi 
“ada É, , pe e CE E ma 
o e — 1 15 15 ch 
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P 


Observtajie. Se verifică uşor că formula aceasta coincide 
u cea din punctul b), exerciţiul 42. În acest scop este necesar 
„să se ţină seama de valoarea lui Pp precum şi de relaţia 
Vy ve , 


ë 3 


mația în care se rețin doar termenii pătraitici în kT|Ers 
2 2 
= xm, |1 pei] 3 
Ə 


12 | E, 
2 
ôT je 2 Ep 


unde Æp este nivelul Fermi. De aici se vede că: O~ T, 
în timp ce Cite ~ T3 (vezi exercițiul 42, b)). Aşadar, numai 
la temperaturi extrem de scăzute 07 > Cite, în rest, 09 
poate fi neglijată faţă de Ogea, 

45. După cum se poate vedea urmărind demonstraţia 
din exerciţiul 55, în cazul unui mediu elastic unidimensional 
numărul de oscilatori cu frecvența în intervalul dv este 
g(v) ~ dv, iar în cazul bidimensional g(v) ~ vdv. Introducînd 
aceste expresii în formulele corespunzătoare din teoria lui 
Debye (vezi exerciţiul 42), rezultă că Cp ~ T şi respectiv 
r~a Te, 

46. După cum s-a arătat în exercițiul 43 şi 42, energia 
internă a corpului solid, conceput ca un gaz fononic de 
bozoni, poate fi scrisă sub forma 


4 „TIT 3 
(1) e RR sray D7 g? da 
Tb o e2—l 


unde æ = hv/kT, iar Tp este temperatura Debye. Dacă fo- 
nonii ar fi fost fermioni, din considerente analoage, ṣe obţine 


INET CTT g3 d 
(2) Ur-p = = | it A 
Tò do e&e+i 
Se procedează în continuare ca în exercițiul 


42, a) şib). 


i Astfel, la temperaturi înalte T > To, (2 & 1), avem ee & 


xl +æ+... “şi ca urmare | 
4 „TIT 3 Va A 
eco BEC d agn A, >%=(2 E 


44. După cum s-a arătat în exerciţiul 34, a), în aproxi- ` 


grală. Pentru aceasta se ţine seama că, gi > aTh? = 


rezultat ce se deosebeşte de cel dat de formula (1), conto > 
AY ap/h? = AV2x(2m)?!2 E!E AB/h?, ceea ce dă 


căruia Oy = const. 
La temperaturi joase, T & Tp, Tp/T > œ şi atunci 


Ü = > NE = Y, J ; 
i esp( „tie d RR, 
kT 


U = 2x V Fai Be AE 


= (cd. 2-3) = 3 => 
o e€ +1 15 120 


x x? da f nt Trå 


21Nk rt T* ðU 
> Urp = = > Or = o~ ge 2 ă 
mmp 40T} i d pJi á h 9 erp (St PER, | 
| kT 
<a, şi în cazul ce rezultă din formula (1). i P R 
„Deoarece gazul este slab degenerat, (ek? alabilš 
47. a) nicio dezvoltare in sa , (eT £1), este valabilă 
azem | 
Eea A kT aJo Z apf | 
3D jer, E — Er T kT |E-Ep 4kT 1 kT | 
expi——— jr E — = | 
k J. m 1— ep (2) | 
. eP kT | 
pb) : i | 
4 s -E œ i | 
' pet) PU — 3) lF $ 1 Aaaa a | 
F s — = = z a = T | 
ia Cxp(AIED) FL  exp(—ò/kT) F1 | e e | 
Deci, probabilitatea ca să fie ocupată o stare ò deasupra ~., | 
nivelului Fermi este egală cu probabilitatea ca să fie | Ținind seama de aceasta, se obţine | 
vacantă starea — 3 de sub nivelul Fermi. o | 
48. Capacitatea calorică a metalului se compune din | U = ny 2m PX co eua | 
capacitățile calorice ale gazului electronic și reţelei cristaline : ii ul i fe: A |, Pe A AEs | 
Oy = 0% +07". Folosind rezultatele din exercițiul 44 || 
(pentru gazul electronic) şi 42, (pentru reţeaua cristalină), | 2m 2 co 1 mpo Ii 
se poate serie — = 2n h2 ) (BP) > 7512 e \ g?l e dg = 
ii r=l pg, 
2 Nk 2Nk T Nk =. AȚI a 
og NEIL ENET, opes BENE apa ARĂ = 5 pry (ET y X exp (rukt) 
Toe ae 55 oa 2 eo) a 
nd “eele ă T Ba — B T319; — | r p , 
Egalind cele două expresii, rezultă : Tg = 5Tp/24 mr unde a fost introdusă notația e = rEJkT. Întrucât, după 


| cum s-a arătat în exerciţiul 29, PV = 2U/3, de aici rezultă 


29. Energia internă a gazului, evaluată pe bază legi cum s 
e imediat formula din enunț. 


de distribuție Bose-Einstein, poate fi scrisă sub formă in 


340 341 


Takali OR CMR ES Da 


50. În prezenţa cîmpului magnetic B, energia electri 
nului va fi E F u B, după cum momentül magnetic u este 
paralel sau antiparalel cîmpului B. Ca urmare, vor exista 
N, electroni cu uÎțB şi N, pentru care y JE. Utilizîna 
statistica Fermi-Dirac, se poate serie 


a) Ne= A n(B F u B)dE, 


unde g(E)dE = 


lor, iar 
PF uB) = E. 
op (PE a 


Magnetizarea este dată atunci de expresia : M = Fo N) 


a 


Deoarece la 0K, avem 
Pa 


— 1 E F uB a Er, 
n(H F uB) = | 
( pea 0 EF u B >Er 
(1) devine 
E pFuB 2 4 
w= 20 gman = EEL (2m) y F uB) = 
(07 
4V 


=T (ema „pe a pă je ed 


2 Er 


unde s-a ţinut cont că N = N, + N. În consecinţă, rezultă 
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ATT (amy Ei AE este densitatea stări- 


51, Procedînd ca în exercițiul precedent, se găseşte 
pentru magnetizare 


. 


M =i $ aD nE — u B) an — 
0 + 


ÎN 
“0 


(Du + uB) ax | = 2-0 IEB) — 
F) 


 — gE — pB) ] a(E)AE. 


În ipoteza că mărimea uB este mică, se dezvoltă funcțiile g 
în serie Taylor, ceea ce conduce în prima aproximaţie la 


g (En DE. 


1 E <Bp 


şi deci 
0 E>Ep 


a) Se ştie că la 0 K, n(E) ={ 


Dy2 CPF E 2y2 
XT=0 K = = | g’ (E) dE = E g(Er). 
o 3 f 


b) În absenţa degenerării, neglijind unitatea în legea 


de distribuţie, n(B) = exp [= > de ) şi atunci 


kT 


-p 
kT 


22 Ep — Ele 
=> ex —— 
y [ »( ET ) yT 


1° Er—E\ 
= E)exp | =—- | dE |= 
ta aii »( ET ) | 


A 2 po 
y= Hq g (E) exp|— | dE = 
V Jo 


eN 
VET 
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52. a) Avem 


E, — uN, 72 
N, ex 
114 i ( ET ) 
Er E, — = 
ex = 
> r( ET 
pd 

sot (E 5) = SEP. 

ET ET 


b) Se înlocuiește în formula dedusă în punctul a) urmă- 
toarea expresie pentru Ñ, 


DR ia pa recete 
i exp Er -+ [7 A i 
kT 
unde a = —1,1,0 respectiv pentru binoni, fermioni şi par- 


ticule clasice. Se obține atunci 


Kica a PE P a 
EEE 


Ji exp Š 


ee 65): 


(AN)? E 
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53. fa aproximaţia armonică, energia solidului poate fi 
scrisă sub forma, 


: 3N—6 T i 
B= EV) + Y (m F), 
i=l = 


unde BV ) este energia potenţială a celor N atomi ai eris- 


talului, în cazul în care ei ocupă poziţiile de echilibru. Atunci, 
suma de stare va fi - 


x 3N —6 A 
Z, z exp | TI EN. S 3 
r kT, i=1 2h ls] 
l 2kT 
ceea ce permite calculul energiei interne 
U = pm ÎN Ze _ yp? Eo 
oT 27 kT 
3N—6 
ni 5 în [251 T hv; A = P, di 
SN—6 hv; \ Ay BNA my hv; 
tA cth ( JF == Hy pA Ni E, 
Pam 2T) 2 BET m ja 


În cele de mai sus s-a utilizat formula : cth œ = (e? + e-2)/ 
](e”—e ha 01), Deasemenea, întrucît; energia liberă , 
P = —k Tn Ze iar AP = —PAV — 8af, 


ai ur 222 d) = 
OV jr oY T 
ARNI 3N-—6 
se su] Ba TY oth (Zie uja i 
2V i 27 -AV 


= = 1 x hy; 4 La Fal => 
ay r4&|a op (pa ny). 
i kT 


dho. y 
= = 4 (U — E). 
w y ii 
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De aici rezultă că 


(22) Y (22) Los 
== P = e y9 
ƏT] VU), 7V 


A A 97 = 
care, utilizînd identitatea ( că ) ( T) ( ) = =, 
. ôV jr P v 


aT OP 


conduce la relația din enunț. 

54, a) Pentru marea majoritate a sistemelor, spectrul 
energetic nu este limitat superior (întrucît energia cinetică a 
unui sistem de particule în mişcare este nelimitată), iar 
g(E) — densitatea numărului de stări cu o energie dată 

dr 


creşte cu energia după o lege la o putere g(E) ~ — ~ HOND- 


d 
(vezi exerciţiul 38, cap. III). În aceste condiţii, conver- 
gența seriei 


r 
Ze = Şi (Bd exp | == > 
F du Ale) ep a) 


reclamă temperaturi pozitive, T > 0, deoarece numai atunci 
creşterea ca o putere a funcției g(E,) este compensată prin 


descreşterea exponențială a factorului exp (—B,/k7). Există. 


însă cazuri de sisteme speciale în care situaţia se prezintă, 
altfel. Astfel, există sisteme al căror spectru energetice este 
limitat superior de o valoare Emaye Seria Z, se transformă 
atunei într-o sumă finită pentru orice 7. Deci, în acest caz, 
temperatura poate varia oriunde în intervalul — co < T < 
< œ, fiind posibile și temperaturile negative. 

b). Dacă g(5;) ~ exp («E;), (« >>0), termenul general 


ål seriei Z, se comportă pentru K; mari ca exp [(a — 1jkT)E;} 


şi pentru convergenţa seriei este necesară condiţia 0 < T < 
<S 1/ak. 

55. Pentru simplitate, considerăm că undele se propagă 
într-un cub cu latura a, pe ale cărui muchii îndreptăm axele 
de coordonate x, Y, z. Datorită suprapunerii undelor inci- 


dente cu cele reflectate, în cub se formează unde staţionare. 
În cazul în care unda se propagă paralel cu una dintre feţele 
cubului, condiţia de staţionaritate este: a = nà/2, (n — 
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„număr întreg şi > 0), în vreme ce dacă unda se propagă 


în direcţia dată de cosinuşii directori, cos a, cos B, cos % 
A A 
ACOS 4 = Ng, ACOS B = Ny — s 
2 2 


, A 
a cos y = w (nes Nys nz >00). 


De aici rezultă 


2 À? 

{1) cos? + cos?B + cos? y = 1 = Fer (ma + nè + nè) = 
a, A 2 2 2 
== da: y? (nx + ny + nZ) 


unde c este viteza de fază a undei. Ecuația (1) descrie în 
SPAȚIUL na, Ny, Nz 0 sferă cu raza 2av/c, iar fiecare punct din 
acest spațiu (corespunzător valorilor > 0 ale lui Ngy Nys Ne) 
reprezintă o vibrație de frecvenţă dată v. Ca urmare, nu- 
mărul de vibrații cu frecvența în intervalul v v -dy va fi 
egal cu 1/8 din volumul păturii sferice cu lărgimea dv 


Ar == Any , 
= vdv, 
8 c e că 


unde y = a: este volumul cubului. În cazul vibraţiilor acus- 
tice, fiecărui vector de undă îi corespund două vibratii 
transversale şi una longitudinală, astfel că 


gody = 4r V»? b EAT 
È g 


unde c, şi & sînt vitezele de fază ale undelor transversale şi 
longitudinale. În condițiile problemei, c, = cjn = 3 *108/1,5 
m/s. Ca urmare, 


2 
01 1014 = 
(2 - 105) 


= 7,85 - 1022, 


g(v)dyv = 4- 3,14 106 (5 - 1014)2 
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56. Densitatea spectrală de energie (densițatea de energie 
corespunzătoare unei frecvenţe din intervalul dv) este dată 
de produsul dintre energia medie a unui oscilator şi numărul 
de oscilatori cu frecvenţa în intervalul dv. Conform princi- 
piului echipartiţiei, energia medie a unui oscilator, e = kT. 
Numărul de oscilatori din unitatea de volum cu frecventa 
în intervalul dv este (vezi exerciţiul 55) : g(v)dv = 8rv’d v/e. 
În consecinţă, va rezulta legea lui Rayliegh-Jeans 


sti di că ARE d, 


După cum se poate verifica uşor, formula lui Planck 


se reduce la ea atunci cînd æ = hv/kT < 1 (frecvenţe mici 
şi temperaturi mari), utilizînd dezvoltarea în serie: é = 
x l +ge-+t... 

57. a) Considerînd radiația un gaz fotonic, caracterizat 
prin spectrul energetic E; = n;hv; rezultă pentru sama de 
stare 


nih Yvy 1 
Z=} eip e E Jas 
i kT iepr) 
0 


care este o progresie geometrică cu raţia exp (—hv, kT). 
Numărul mediu de fotoni din starea i va fi atunci 


Rh 
N; €X aim ete 
d, Tu exp ( IT 


nih vi fi 
ex aaa aa cei 
>, exp ( kT ) 
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) m a 
, unde n, = —, N, —fiind numă- 


pa o Se VA TRI ROD taas 


rul de fotoni de pe nivelul i, iar g— multiplicitatea nivelului. 
Notind w = hv,/k!£, se obţine 


y nme” 


— 7 d e77 
n; =: z = —— hn (SI e) = — = 
PX e niz da >) ) i E ci 
MSSE SOAN 1 N 1 
e? $o h Yi i E; i j i 
ex — 1 — |— 
e kT ) col l i 


ceea ce coincide cu distribuţia Bose-Einstein, dacă în aceasta 
din urmă se pune u = Q. 

b) Conform evaluării din punctul a); numărul mediu de 
fotoni este 


'Transformăm = în integrală tinind seama că impulsul 
5 v y 
fotonului p = — iar 
[să 


dY 4r pd 
r pdp mi aas, 


i> = 9— 2 
ArT PE h? h 


unde factorul 2 ia în considerare dubla polarizare a fotonilor. 
Lo avea atunci, efectuînd schimbarea de variabilă g = 
= hy]kP 


N a SV o a b s dg syr. 
h? d exp( vj) Er] 
kT 


„Întrucît conform legii lui Stefan-Boltzmann, E ~ VT4, 


eliminînd din ultimile două relatii T 3 ine : 
E pg ţii pe T, se obţine: 
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58. În virtutea celor arătate în exerciţiul 574, în caz 


i ID i Făcînd schimbarea de variabilă a = hv/kT, căutarea maxi- 
gazului fotonic u = 0. În consecinţă, pentru energia liber 


mului se reduce la condiţia 


= —kT nZ, =G — PY = uN — PP = PY, okl wE a a 
da e€ — 1 [en (e?n Ta 1)? 3 
de unde r adică la rezolvarea ecuației transcendente : e7n(3 — gm) — 
aae — 3 = 0. Rădăcinile ei, ce rezultă prin calcul numeric, sînt : 
PY =kT n Z, = — kT X ln (1—6 ™ )}. ma = honil = 9,822.” ia 5 


Observaţie. Ecuația poate fi rezolvată şi prin aproxi- 
maâţii succesive, utilizînd dezvoltarea în serie e? s 1 + g + 
+ æ?/2! 4 ..., ceea ce conduce la acelaşi rezultat. 

În cazul de faţă, pentru cele două temperaturi indicate, 
se găseşte 


Înlocuind suma prin integrala corespunzătoare, rezultă 


i 

PYV = "l Zay v? In (L — e-™iT)jdy. | 

r 1 9899. - 10-23-15 i 

- Yn = 2,822 1 m 22822 * 1,38 - 10-7? -1500 s= 8,82 -10+ Hz, 
t 


aia eat ăia labe 


. -34 
Făcînd schimbarea de variabilă œ = v/kT şi integrind prin pile: 38 
părţi, ea se reduce la l | va = 1,765 - 1014 Hz. l 
| 
d m ; y 
arc „34 85 | Cu creşterea temperaturii, maximul se deplasează spre frec- 
PV = SUD Aa 25 act VI = A VIS |. venţe mai mari (legea de deplasare a lui Wien). 
Vi [i E- == Ə [că i 


60. După cum s-a văzut în exercițiile 55 şi 56, numărul 
fotonilor cu frecvenţa cuprinsă între v şi v + dv este g(v)dv = 


Pr Sea 3 = 8r v?dv/e?. Conform legii de deplasare a lui Wien (vezi 
45 hèc? | exercițiul 59), 
| Ym k 
unde s-a utilizat o integrală din anexa VIIIb. Atunci, se = = const = 2,822 e 
găseşte | 
m | „Ca urmare 
f 2 
P = ATA, F = —PV = —AV T, 8 = — (aF) = (Ymd Ym = 5 (2,8225 T2 0,05%, = 
ôT Jy c? h 


3 e 
SR. (2,822 s] 730,05 = 1: 10m =, 


că 


` = 4 AVI, U =F + T8 =3 AV = 3PYV. 


Ultimul rezultat coincide cu cel dat de exercițiul 29. 
59. Conform legii lui Planck, densitatea spectrală de 
enerġie este dată de formula 


61. a) Se ştie că fotonii sînt bosoni al căror potențial 
chimic este nul (vezi exercițiul 57,). Legea de distribuţie 
a fotonilor va fi dată atunci de expresia 


il cd cap pl va is ia 


3rV hy? o ea INDIEI 
eY T} = g? hy i o i exp -5 = 
; col IT p 1 . | ET 
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'Trecînd de la distribuţia discretă la cea continuă, se înlocu- 


ieşte F; > hy, 
pi > hyle, iar gi > dT/h? = 2 V4r p? dpjh? = 
= 8r V v?dv/6ă, în aşa fel încît l 
8r V v2d v 


Ta Tg e e 
exp| — |— 1 
(F) 

8 -3,14 -1 + (5,15 - 101)2- 0,05 + 1014 


a . -34 . Fe 14 
(3 1oy exo (6,63 -10 5,15 < 1013) =] 
1,38 - 102 - 6000 


= 2,04 1015 m=. 


b) Energia de radiaţie a acestor fotoni se găseşte din 
formula 


aN = 


dU = hva N = 6,62 -10-3 - 5,15 -10% - 
-2,04 - 1015 = 6,9 - 1039. 


> 
Li 
62. Pe baza definiției densității spectrale de energie, 


00 y / LINA o 34 
"= p niv =E reda 


o 03 h o e? — i 
l 5ga 
2 BT k ToT, 
15c8h? 


unde s-a introdus variabila œ = hv/kT şi s-a ţinut seama că 
valoarea integralei este nt/15, (vezi anexa VIII,). Valoarea 
constantei este l 
Snö kt _  8(38,14)5 - (1,38 - 10-23)4 
15 c%h3 15- (3 - 108)? (6, 63 < 10 -34)3 
= 7,56 -10 J m™ (K) =. 


63. Utilizind ecuaţia gazului ideal presiunea gazului va fi 


NkT kT Nm 
B= = p — unde p =- 
I y p m? e y > 
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| 
i 
i 
| 
: 


lvl ul la cala 


este densitatea gazului. În ce priveşte presiunea radiației, 
pentru ea se utilizează rezultatul din exercițiul 29, şi anume 


uU 
său P, = =, 
3 3 
După cum s-a demonstrat în exercițiul 62, densitatea de 
energie a radiației, u, satisface legii Stefan- Boltzmann u = 
= 1%, în care o = 8 n5H4/l5c? h?. Deci P, = 854 Tâj45c3h, 
Atunci, egulind expresiile presiunii gazului şi radiației, se 
găseşte relația 
r? m ke T3 
Dima te 3 
45 (ho) 


64. Din legea de deplasare a lui Wien, rezultă 
j h. a y 
Urat a — = 4,965 An = 
y [ţi 
unde mărimile care figurează în dreapta sînt cunoscute. Pe 
de altă parte, conform legii lui Stefan-Boltzmann, pentru 
densitatea energiei de radiație există relația 


35 kt s 
7 ERE A aE 
15 oh? 
Ținînd seama de valoarea raportului k |k de mai sus, se obţine 
ee 85 kT! că 8r kT 
150° (4,965) A} T3 15- (4,965)22, 


De aici 
tk = merci ele = 1,38 10 LFK, 


Înlocuină această valoare în relația care dă raportul h/k, 


(4,965): 15 - Mu 
Îj = (01985) 15- Ami 6.60. 10-07 s, 
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Ba 


23—c. 325 16 


65. a) Trecind în statistica Bose-Einstein de la distri- 
buţia discontinuă la cea continuă, 


N aa Yi PT NA, ARII „ml AI 
' e —u h? E a 
exp uk —- ji exp( Ir (d p q 


unde ‘s-a notat £ = u/kT, u tiind 7 ei ma chimie. În 
această formulă, starea A alamă, 2 = = p"/2m = 0, 
nu este luată în considerație din cauza faotortili p? de la 
numärător. De aceea, prin integrare nu se obține numărul 
total de particule N, ci N' = N — N, unde N, este numărul 
de particule din starea fundamentală. Se efectuează această 
Ina utilizind substituţia ek, = g, precum şi formula 
(11) din anexa VIII, (în care z = = e) ceea ce conduce la 


Zn 1) 


s wa Y co fn 
4y eja T FI pl" e mk TY’? 


Pentru ca seria din dreapta să fie convergentă, trebuie ca 
E = u kÆ < 0. Seria ia valoare maximă în "cazul cînd 
E =0, reducindu-se la funcția £ a lui Riemann (vezi anexa 
VIIL) 


Ca urmare 


(1) N’ < 2,612 l 2x mET) = Nae (T): 


Ju micşorarea temperaturii, Nmar se micşorează tinzind la 
zero odată cu T. Întrucit N = N, + N’ = const, cu scă- 
derea temperaturii particulele tind să se acumuleze pe 
nivelul fundamental, alcătuind aşa-numitul condensat 
bosonic. Fenomenul de condensare are loc începînd de la o 
anumită temperatură de condensare, 7,, definită de egali- 


tatea : N mar (Te) =N, adică 
2/3 
(2) EA sp E, (27 mkT,)?, > T, = 0,084 T 
y h? mk\ F } 
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cm) ne atăt sd iaga aA 


i 


b) După cum rezultă din. (1) şi (2), Terr 


: m Na Na 
JiR ; Psi | AT 


J 


pom 


c) Densitatea numărului 


N 2,612 


(6463. 10} 


6,02 - 10% 


{ 2- 3,14- 4- 1,38- 10733. 2,19 y 


= hg AU ad 


De aici se găseste că densitatea gazului bosonic este 


N 4 


m e APE e Sa iaaii a S S 


W A 1028 kg/m? = 0,085 g.em ~3, 
“6 „02 1026 i 


E 


d) Partea din numărul total de particule conţinute în 
condensat la temperatura T = 2K va fi atunci 


2,19 
[ze 
66. a) U= È 0, aT = 0,772 RI( 7. ) = 
3 T, 
E Pa 
= 0,12 g ETE m V, 


R? 


unde a fost luată în considerare pentru temperatura patat . 
A he (NY 
teristică formula (2) din exerciţiul 65, T, = 0,084 —— 5 


mk Yy 
b) r pe d 


c) Utilizind rezultatul din exerciţiul 29, referitor la par- 
ticulele nerelativiste, se poate serie sa id 


2u (T 
3 F 


P= = = 0,085- më, 


2 


de particule se determină 


De aici se vede că sub temperatura de condensare presiunea, 
este independentă de volum şi depinde doar de temperatură 
67. a) Conform teoriei lui Debye, prezentată în exer 


T hy 
k Da 7 Fe 0 3 b pa z 
cițiul 42: Tp = o unde vse calculează din condiția 
k 


Yo Li E l 
3N =( g (y) d y = dr F ( 4 ps 2 E : 
'0 


Punind e, == 0, se găsește 


9N vi 9N 3 j 
Yo = Ca (23 ) > Tp = t cd 2 a a, ek. ae 
dzY k árF k \árm 
in care s-a ținut seama că densitatea este dată de formula 
A 


DA 


4 


0,145 : 10? - 6,02 - 1026 ip 


E ze au D PRE 24 NK T? 
b) După cum s-a văzut în exercițiul 42,, Cp = ler NET? 


De aici rezultă pentru căldura specifică 


i 127 k T? , „AN 1 
Cy = e, intrucit — = — 
5 m 15 V m 


e a 12 (3,14) 1,38: 10. 6,02. 1087 pe" 
5 


4 29? 
= 19,8 T? J kg 0K“, 
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valoare în“bună concordanţă cu cea indicată în enunţ. 

68. În teoria lui Einstein corpul solid este considerat. 
format din 3N oscilatori ce vibrează cu aceeaşi frecvență, v. 
Atunci, energia lui internă va fi 


DANCE. c BN cepe e 
enf a - 
` i RE 


unde s-a utilizat pentru’ energia medie a unui oscilator for- 
mula hii” Planck (vezi exerciţiul 13). În aceste condiţii, 


ceea cå se măi poate scrie sub forma 


ie 5 
h | Lam (E ) ie 
27 0, ] 27 


În cazul de față ; , 
7 1/2 Oye 1/2 a TA 
pey afanta 


Cr | 15,9 
astfel că se obține ecuaţia: sh œ = 1,25 w, cu e = Tj? T. 
Rezolvată prin metoda aproximațiilor succesive, ea dă 
iu a rna de ; i 
„a pe S118, Te >= 2 Ta 236 Ku 
2 Sa 


- 
d) Ținind seama de valoarea lui Tz, se găseşte 


Pa - 38 (T| 7h2exsp (TkT) 
pe ; s ABE E E g] so T 
(exp T/T — 1) : 


232881 (0,1810 25 3 (mol 
s AMP ee PR 2, E mea ; 


valoare în bună concordanță cu cea experimentală. 


357 


b) Întrucit. pentru T = 15 K; a = T2 T = 7,87, 


SR 3 -8,31(7,87)? 
a E AE E EUA 9 104 (mol) Ka, 
(sh g)? (1305)? i 


valoare mult inferioară celei experimentale, ceea ce arată 
că teoria lui Einstein devine neadecvată la temperaturi 
joase. 

69. Conform teoriei lui Debye (vezi exercițiul 42), 
energia internă a unui kmol dintr-un corp solid va fi 


“Jy hy 
P a Ipe 2 ) i 
| paR ko, 


Dacă T > Tp, (2 < 1), funcția de sub integrală poate 
fi dezvoltată în serie după cum urmează 


RI: Sl a 


8 n2 t . 2 
£ IL f a g & : 
e ea a a a e Nm =e( 1 me + E =) i 
P=] TZT NER 2 12 
y 2: 61 24 
A 
m A ma E pTi a 
De aici decurge că U = 9RT + TEE + -iar pe 
20 T 


tru căldura specifică molară , se obţine 


(1) 


o par 
Dacă 14 Tp (x > 1), limita superioară a integralei 


poate fi înlocuită cu co și atunci, pe baza rezultatelor anexei 
VIII, 


ET (4) (4) = ea 
i 9 


ceca ce conduce la 


a pa SRN 


90 a. zy 
=> 0 = si š 


ma ? > 7 
573. BD 5 
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£ 
$ 
F 


Pentru Pb, utilizînd (1), se obține 


H [3 E] | 
ET =ar) Jese |= 0991 a, | 
200300 i 


care, evaluată pentru 1 kg, dă 


Œ  0,991:3-8,31 10? 
A, 207,2 


= 121, 31 Jkg Ki, [| 


(A, — masa atomică relativă), 
In cazul aluminiului, calcului se face cu ajutorul for- 
mulei (2), de unde rezultă i l | 


ma A A: RI BO | 
G aaa e | aa 0,456 R, JI] 

5 „400 f 
iar pentru 1 kg 


C 456 - 8,31 -103 f i 
i a E e M ae 140,56 J kg K% 
A, 26,98 


| 
fi 
iil 


ANEXE 


1. Unele relații utile între derivatele parţiale 


„Dacă z gi w sint funcţii de variabilėlë x ṣi y, se- poate 
verifica imediat că sînt adevărate relațiile o 


/ =] F ) o g?g E 2 6 gz 

P «\üæjy dydz ügüy eiaa 
Oa da jg z) C Ja 
aeg- 
öy Jı LOe Je loaJy Ya] dy Ja VOY Js 


E _(92/9%), 
| y (9a/dw), 


02 ûz ð ô 
CECEO 
OE În dæ jy Iy Jz Itje 


unde indicele pus în dreapta jos la o derivată parțială arată 
variabila care se menţine constantă în derivarea respectivă. 
În termodinamică, specificarea aceasta este necesară deoarece, 


da 
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GAA ôV 
de exemplu, derivatele de tipul PA şi (35) legate de 
piu, p IP) baz), ga 
mărimea numită compresibilitate, sînt diferite, după cum 
procesul este izoterm sau adiabatic. 


[I. Noţiuni cu privire la formele diferențiale liniare (Pfaff) 


Fie æ, y, z trei variabile independente (se poate considera în 
general un număr arbitrar de variabile) şi X(%, Y, 2), Yiv, 
Y, 2), Z(æ, Y, z) trei funcții continue şi diferențiabile de aceste 
variabile. Expresia liniară şi omogenă în raport cu da, dy, dz 


(1) aF = Xa + Ydy + Zăz, 


poartă numele de formă diferențială liniară (formă Pfaff). 
Dacă X, Y, Z sint funcții oarecare, în general, forma AF 
nu este o diferențială totală exactă, iar cîturile diferențiale : 
d F 
xX =(42) , Y= Fa , Z= Fa nu sînt derivatele 
dg yz dy za dz x,y 

parţiale ale funcției P. 

După cum se ştie, se numeşte diferenţiala totală exactă 
a unei funcţii f(z, y, 2) partea liniară a creşterii ei 


(2) v=(7), de {El dy (2) „ae: 


Condiția necesară și suficientă ca df să fie diferențială totală 
exactă constă în egalitatea derivatelor mixte de ordinul II 


92f oz f otf o2? f af 92 f 
= 33, — ? ——— Lă 
ðxðy ðyðæ  0y0a ðzĉy ðxôz 020 


(3) 
ceea ce se mai poate exprima prin condiţia integrală 
(4) | far = 0. 
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Se poate lesne arăta că relațiile (3) și (4) sînt echivalente. 


Ei 


Într- adevăr, fie Retur A, de componente : SI it SE 
da ay T 


şi A dl, de componente : dy, dy, dz. Atunci, (2) se 
scrie sub forma : df = M. d, jar condiția de diferenţială to- 
tală exactă (3) devine : rot M — 0, întrucît 


dy — z 62]. de \ðy II 


Utilizind teorema lui Stokes 
par =$ M- dl = (ot M-as =0, 


se vede că relaţia (3), adică rot M = 0, atrage după s 
ine (4 
Condiţia (4) este echivalentă cu afirmația a f par o a 


de stare, adică integrala f, df este independentă de drum, 


de modil cum decurge procesul, ea d 
iniţială şi finală. P epinzînd doar de stările 


Revenind la forma liniară &P se vede că în virtutea for- 


mulelor (3), condiţia ca AF să fie o difer 
se traduce prin relaţiile ati Dad usa luai 


(ah h (02), (2), O E 


ceea ce se serie mai compact sub forma 
rot R =0, unde R=R (X,Y, Z). 
Exprimîndțacelaşi lucru sub formă integrală, rezultă, 


(6) far si 
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În general, pentru o formă diferențială oarecare, d &F # 0, 


ceea ce înseamnă că în cazul acesta integrala va depinde de 
drumul ales între cele două puncte limită. 

Dacă forma F nu este o diferenţială totală exactă, dar 
produsul ei cu o funcţie g(z, y, 2) este o diferenţială totală, 
se spune că g este un factor integrant al formei dP*. 
acest caz, 


î (92) = 2 2 UY), Zun=2 = (02) z Č oz) = = 20%), 


de unde rezultă 


22075) a te dei, 
dy da 0 


ATN a i, 

ðz öy 

Aa tă. 
da 02 


Înmulţind prima dintre aceste ecuaţii cu Z, a doua cu X, 
iar a treia cu Y şi adunindu-le, se obţine 


a (22-07) aft 227) a a 
Oy  0a 02 ôy Oa 02]. 
BR. rot = 0. 


Relaţia (7) exprimă condiția necesară (se poate arăta că ea 
este şi suficientă) de existenţă a factorului integrant pentru 
forma F. Dacă (7) nu are loc, forma F nu poate fi redusă, 
la o diferenţială totală exactă. 


* Dacă g este un factor integrant al formei åF, adică găF = dM, atunci 
şi produsul gf(M), unde f(M) este o funcție arbitrară, de asemenea este un factor 
integrant al formei åF. 
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Formele Pfaff care posedă factor integrant se numeg 
olonome, iar cele care nu posedă factor integrant se numesc 
neolonome. Se demonstrează că orice formă Pfaff de două, 
variabile este olonomă (vezi exerciţiul 2,, cap. I). Formele 


dependente de trei sau mai multe variabile nu posedă, în 


general, factor integrant. 

În termodinamică, cantitatea de căldură Q și lucrul 
mecanic L sînt exemple de forme Pfaff. Conform principiului 
II al termodinamicii, 1/T este factorul integrant care trans- 
formă forma 40) în diferenţiala totală exactă a funcției numită, 
entropie. 


INI. Determinanți funeţionali de două variabile 
(iaeobieni) 


Determinantul funcţional sau iacobianul funcţiilor 
Wa, Y) și v(x, y) este prin definiție dat de expresia 


i (42), (a) 
J — dim 9 dej, oa, 


ai io 


Geometric, valoarea absolută a lui J reprezintă coeficientul 
de transformare al unei suprafețe elementare la trecerea din 
planul vy în planul uv. După cum se verifică cu ușurință 
prin calcul nemijlocit, J posedă proprietățile 


2(u, o) _ __9(%, 4) A _ĉî (u, v) 240, u) 
dz, y) d, y) ly, æ) IY, L) 


ôu, o) 1 (iacobianul invers), 
da, y) da y) 
afu, V) 
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Bar afe, 


du o) (3U), 
al ), a(o, æ) da 


d(a, v) da 


Olu, v) du v) (p, 4) (teorema de înmulțire). 
êle, y) 0(p,9) lw Y) 


IV. Unele dezvoltări în serie 


v g? a? 
eml EERE E 


„2 3 4 
In (1 orei (—1 < g< 1), 
1 2E m3 
=1 Fg +H apa... 
lg 


| a ' h? LEEG 
fa + =) + a + Ë pa + Ee 
(seria Taylor), 
2 3 
fæ) = KO) + af 0) + SO ES O 
(seria Mac-Laurin), 


pdf m 
unde: =, f =H ete. 


V. Elemente de teoria probabilităților 


Concepem probabilitatea ca o măsură cantitativă a 
posibilității de realizare a unui eveniment, sau a unui an- 
samblu de evenimente, ce au loc într-un complex de condiții 
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date. Conform definiţiei clasice, probabilitatea unui eveni 
ment este raportul dintre numărul rezultatelor egal roba 
bile, favorabile evenimentului dat, pe numărul toral d o 
cazuri egal probabile. Această definiție nu este comodă, 
deoarece nu totdeauna se pot indica apriori rezultatele e i 
probabile. Totuși o preferăm altora care îngustează mojima a 
de probabilitate, referindu-se doar la un anumit tip de proc > 
Astfel, conform definiţiei temporale”, Marae Pria atei 
stări a sistemului este proporțională cu intervalul de tim 
in care se găseşte sistemul în starea dată. Dar aceasta bren 
pune ca sistemul să posede proprietatea de a trece cu timpul 
prin toate stările posibile. Un neajuns analog posedă şi defi- 
niţia : „probabilitatea este proporţională cu frecvenţa de 
apariție a unui eveniment dat în cazul realizării multiple a 
experienţei în aceleaşi condiţii”, pentru că ea presupune 
existenţa unei limite a frecvenţei de apariţie a evenimentului 
„Și posibilitatea repetării nelimitate a experienței în condiții 
invariabile. În cazul proceselor întîmplătoare însă probabi- 
litatea variază repede cu timpul. De aceea se preferă definiția 
clasică a probabilității, dată mai sus. 
Ca urmare, dacă în urma efectuării în condiţii identice a 
N experienţe, în N, dintre ele apare evenimentul i. atunci 
probabilitatea evenimentului i, va fi i 


(1) Pet, 
N 


Datorită, ti-i probabilitatea de apariţie a unei feţe a 
monedei = aa iar cea de apariție a unei fețe la zar = ra , 
6 


La jocul de cărți, probabilitatea i cărți 
date este 1/32, ie get 1/52. e peaa ia 

i Pentru un eveniment cert, N; = N > P, = 1, în timp 
ce în cazul unui [eveniment imposibil, N, = 0 z Peci 
Deci probabilitatea unui eveniment oarecare variază “intre 
limitele 0 şi 1. Dacă evenimentul i este mai probabil decât 
a i ata h pa P, >P, iar dacă ele sînt egal pro- 

5, Pi = P; Se numeşte pr ili ie — 

bilitatea cazurilor pa Aa ini 
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Menţionăm că rezultatul concret al fiecărei aruncări a 


monedei, de pildă, este imprevizibil. El depinde de condiţiile - 


constante ale problemei, cum este căderea monedei sub influ- 
enţa gravitaţiei, dar şi de o serie de factori întimplători ca : 
neomogenitaitea monedei sau a suprafeței pe care ea cade, 


variaţia , de la caz la caz, a condiţiilor de aruncare ete. Ca. 


atare, luat separat, fiecare eveniment întîmplător este logic 
şi determinat de totalitatea factorilor întimplători şi funda- 
mentali. Legităţile la care sînt supuse fenomenele întîmplă- 
toaře aparabia pe baza studiului unui număr mare de eve- 
nimente. l 


LEGI FUNDAMENTALE 


1. Legea de adunare a probabilităților. Începem cu, 
cazul cînd evenimentele luate în considerație sint incompa- 
tibile, adică nu se pot realiza simultan. Vom numi eveniment 
sumă, evenimentul prin care se realizează unul (oricare) dintre 
două saù mai multe evenimente incompatibile. De exemplu, 
dacă un sistem trece printr-un şir de stări alternative ce se 
exclud, cu probabilitățile Pi, Pa ..., atunci, conform cu 
(1), într-un număr N de experienţe (N > 1) starea i se vă 
realiza de N, = NP, ori, iar starea j de N, = NP, ori. 
Evenimentul sumă i + j, ce prevede ca sistemul să se afle în 
starea i sau în starea j, indiferent în care din ele, se va rea- 
liza de N; + N, = N (P, + P,) ori. Ca urmare, probabili- 
tatea evenimentului sumă, adică probabilitatea ca sistemul 
să se găsească fie în starea, i fie în starea j, va fi 


7. 
(2) Pis; = — — = P, + P, 


Relația (2) reprezintă legea de adunare a probabilităților. Ea 
afirmă că în cazul evenimentelor incompatibile, probabili- 
tatea evenimentului sumă este egală cu suma probabilităților 
evenimentelor luate în mod separat. 

Exemple. Probabilitatea cu care moleculele unui gaz 
se găsesc sau în volumul V, sau în volumul V, este dată de 
relația: Py,+ Pp,. La fel, probabilitatea ca aruncînd 
odată zarul să iasă una din feţele 1 sau 2 este egală cu suma 
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a x a bag 
probabilităților corespunzătoare, adică d +— = F În 
ambele exemple ne-am referit la evenimente incompatibile. 

Teorema de adunare a probabilităților se extinde la 3 
sau mai multe evenimente. O consecinţă imediată a ei este 
condiția de normare 


(3) Poti a = d Pi L 
J 
căci probabilitatea de a găsi sistemul într-o stare oarecare din 
şirul tuturor stărilor posibile este egală cu 1, fiind vorba de 
probabilitatea unui eveniment cert. 
În cazul general, P, şi P, corespund unor evenimente 
care nu se exclud, deci sint compatibile. De exemplu, la 
„jocul de cărţi, extragerea unui as sau a unei cărţi de caro 
sint fenomene compatibile, deoarece se poate extrage asul 
de caro. Dacă, în aceste condiţii, se notează cu P, probabi- 
litatea apariției simultane a evenimentelor i şi j, atunci, 
probabilitatea ca să aibă loc sau evenimentul i sau eveni- 
mentul j va f: P, -+ P, — Py, unde P; şi P; — Py sint 
deja probabilitățile unor evenimente care se exclud şi ca 
atare pentru ele este valabilă formula (2). Deci, în cazul 
generallegea de adunare a probabilităților se scrie sub forma 


(2) Pas = Pi +P, — Pa. 
În exemplul de mai sus, probabilitatea de a extrage un 


as în cazul a 52 de cărți este 3 = 5 ; cea de a scoate un 


13 1 : 
caro este aa Atunci, probabilitatea de a extrage un as 
Ə 


1 
sau o carte de caro, în virtutea formulei (2), va fi: TH 


1 1 4 : 5 ne 
N lau "ai 2 » unde s-a ţinut seama că probabilitatea 


: i 
de a extrage asul de caro este, conform cu (1), egală cu na 
Menţionăm că probabilitatea de a extrage un as sau o carte 
de caro este egală cu probabilitatea de-a scoate un caro sau 


un as de altă culoare, adică: a + 2 E 


4 Bg gi 


368 


2. Legea de înmulțire a probabilităților. Prin eveniment 
produs înțelegem apariţia concomitentă a două sau mai 
multe evenimente. Vom începe cu cazul cînd evenimentele 
sînt statistic independente, ceea ce înseamnă că apariţia 
unuia dintre ele nu influenţează și nu este influenţată de apa- 
riţia celuilalt. Astfel, fie, de exemplu, 2 sisteme A şi B care 
nu interacționează între ele (independente). Să notăm cu PA 
probabilitatea, ca sistemul A să se găsească în starea i, iar cu 
Pf — probabilitatea ca sistemul B să se găsească în starea j 
(unde i şi j trec printr-un șir de valori date). Evenimentul 
produs, tj, va consta în apariţia simultană a ambelor eveni- 
mente : î pentru sistemul A şi j pentru sistemul B. Pentru 
a-i calcula probabilitatea, se observă că din N, =N P4 cazuri 
cînd în sistemul A se produce evenimentul i trebuie 
alese cele în care apare simultan și evenimentul j al siste- 
mului B. Ele sint N,P7 la număr. Ca urmare, probabi- 
litatea evenimentului compus, care constă în apariţia şi a 
evenimentului i şi a evenimentului j, va fi 


E 
(4) Pya TEL Papa, 


Pi 


Relaţia (4) reprezintă legea de înmulţire a probabilităților 
pentru cazul evenimentelor independente. Ea afirmă că pro- 
babilitatea evenimentului produs este egală cu produsul 
probabilităților evenimentelor luate în mod separat. De 
exemplu, ne punem problema de a determina probabilitatea 
ca două molecule ale unui gaz să se găsească într-un volum 
elementar, v. Dacă se notează cu V volumul întregului gaz, 
atunci probabilitatea ca una din molecule să nimerească în 


v PT v . 
volumul v este y Ca urmare, probabilitatea cerută, va fi : 


222 A, 
vY 7): 


Generalizind (4) pentru cazul a n evenimente indepen- 
dente, se obţine 


(4) P = P, P, ... P, = Jf Pa. 


k=l 
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Deoarece probabilitatea este întotdeauna subunitară, pro- 
babilitatea evenimentului compus va fi mai mică decît cea 
a evenimentelor componente. 

Vom trece acum la generalizarea legii de înmulţire a pro- 
„babilităţilor pentru cazul cînd evenimentele considerate sinb 
dependente. j 

Probabiliiăţi condiționate. Analizăm din nou exemplul 
de mai sus, cu deosebirea că acum sistemele A şi B sint pre- 
supuse în interacțiune. Aceasta face ca probabilitatea ca 
sistemul B să fie în starea j să depindă de care din stările 
sistemului A s-a realizat, sau invers. Fie, de aceea, P(i) 
probabilitatea condiționată, ca sistemul B să fie în starea j 
știind că A. este în starea i. Din totalul de N experienţe 
efectuate, evenimentul i al sistemului A se realizează de N, = 
= NPA ori, iar din ele în N, P3(4) cazuri se realizează și eve- 
nimentul j al sistemului B. Atunci, probabilitatea evenimen- 
tului compus, ij, va fi prin definiție 


N,P}(i 
(5) Py = i FA! ) 
Td 
A 


= P4P}(i), 


ceea ce constituie generalizarea teoremei de înmulțire a pro- 
babilităţilor, dată de formula (4), la cazul evenimentelor 
dependente. 

Egemplu. Fie o urnă cu n bile de două culori : m — albe 
şi n—m — roşii. Probabilitatea de a scoate la rînd una după 
alta două bile albe, cu condiţia ca bila extrasă să nu fie pusă 
înapoi, va fi egală, conform relaţiei (5), cu produsul proba- 
bilităţilor de apariție a cîte unei bile albe în cele două extra- 
geri. Probabilitatea de apariţie a unei bile albe la prima ex- 


tragere este Pa = i ; probabilitatea de apariţie a unei 
N 
bile albe la a doua extragere este condiționată de rezul- 


Š — 1 
tatul primei extrageri, adică P,(@) = i% T Ca urma- 
n ea 
re, vom avea 
— 1 
P,a = P, P,(0) a me E, 
n (n — 1) 
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Mărimi aleatorii. Funcția de distribuţie 


O mărime întîmplătoare (cum sînt: energia, sarcina, 
coordonata etc.) este dată prin setul valorilor ei posibile, 
Tı; ə +... Şi a probabilităților lor de realizare P,, P,, ... .- 
Mărimea aleatorie se numeşte discretă, dacă ea ia valori izo- 
late ce alcătuiesc o mulţime finită sau numărabilă. Aşa, de 
exemplu, numărul de molecule al unei porţiuni delimitate de 
gaz, ca urmare a mișcării moleculare, este o mărime întîmplă- 
toare discretă. Mărimile aleatorii sint considerate continui, 
atunci cînd pot lua orice valori în interiorul unui interval, 
adică variază în mod continuu. Astfel, coordonatele sau vite- 
zele unei molecule a gazului aparţin acestei categorii de 
mărimi. 

Probabilitatea ca o mărime continuă să varieze în inter- 
valul v, œ +- Av, depinde de g și de intervalul Ag. La limită, 
cînd Ag — 0, probabilitatea elementară ca mărimea æ să se 
plaseze între z şi + da, va fi dată de relaţia 


(6) ">O dP = pla)da 


unde p(x) este densitatea de probabilitatea sau funcția de dis- 
tribuție, numită astfel întrucit indică felul cum se distribuie 
probabilitatea de apariţie a mărimii z. În esență, sarcina 
fizicii statistice se reduce la determinarea funcției de distri- 
buție p, deoarece cunoașterea ei permite apoi calculul valo- 
rilor medii a tuturor mărimilor (vezi formulele (8)), iar aces- 
tora (în cazul cînd fluctuațiile respective sînt mici) li se pun 
în corespondență mărimile termodinamice, experimentale, 
corespunzătoare. 

După cum am văzut mai sus, în cazul unei mărimi dis- 
crete, condiția de normare (3), se scrie sub forma 


(7) PX P, = 1, 

(4) 
unde indicele (i) arată că sumarea se efectuează după toate 
valorile posbile ale lui i. Dacă mărimea considerată este 
continuă, înlocuind suma printr-o integrală şi ținînd seama 
de (6), condiţia de normare devine 


r 


(7) j elede = 1. 
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În fizica statistică, condiția de normare joacă un rol impor- 
tant pentru precizarea constantei pînă la care este determi- 
nată de obicei probabilitatea. 


Valori medii 


Parametrii macroscopici (termodinamici) ai sistemului 
sînt concepuţi în fizica statistică sub forma unor valori medii 
ale parametrilor microscopici corespunzători. Pentru defi- 
nirea valorii medii statistice se pleacă de la extinderea noţi- 
unii de medie aritmetică. După cum se ştie, media aritmetică, 

b2 Nisi: 
a unei mărimi g este dată de relația & = B , unde N 


este numărul total de măsurători efectuate, iar W, numărul 
de măsurători ce conduc la valoarea w;. Observînd că raportul 
N/N este probabilitatea de apariţie a valorii x, notată cu Py 
se concepe valoarea medie statistică a mărimii discrete œ 
sub forma 

(8) > & > $ tiPo 


A (n) 


sau, în cazul cînd mărimea œ variază în mod continuu 
(8) - . ë =| ze (0). 


Cînd probabilitățile nu sînt normate la unitate relațiile (8) 
şi (8') se înlocuiesc prin 


3 = BP Pi sau î =È ze (2) de!$ e (ada. 
(8) 


După cum ne putem convinge ușor, atît pentru mărimile 
aleatorii discrete cît și pentru cele continui, au loc următoarele 
teoreme. 

Teorema 1. Valoarea medie a unei sume este egală cu 
suma valorilor medii 


(9) a+y=ă+ 


2| 
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Într-adevăr, prin definiție 


o +y = J (e: +N) Pi = Ji P: t h yP y. 


t 


Teorema 2. Valoarea medie a produsului dintre o mărime 
constantă, a, şi una variabilă, a, este egală cu produsul 
dintre constantă şi valoarea medie a mărimii variabile 


(10) aa = X axıP: = a 3, xP; = Q42. 
(i) (5) 


Teorema .3. Valoarea medie a produsului a două 
mărimi independente este egală cu produsul valorilor 
lor medii. 

În virtutea independenţei statistice, probabilitatea apa- 
riţiei simultane a celor două evenimente este egală cu pro- 
dusul probabilităților lor, Pry; = Pz Py,- Ca urmare, 


sy = $ Yy Pu = $ ay PP, = $ a P: 3 yP; = ëy. 
tj G tJ t J 
(11) 


Fluctuajii 


Studiul valorilor medii sugerează întrebarea în ce mă- 
sură ele aproximează mărimea reală. Fie pentru aceasta 
abaterea : Ag = g — d. Întrucît deviațiile de la mărimea 
reală œ se produc cu egală probabilitate în ambele sensuri, 
vom avea Ag = p—d = ğ — ğ = 0. De aceea, se ia drept 
criteriu al deviaţiei de la valoarea medie — dispersia mărimii 
respective, adică fluctuaţia pătratică medie 


(12) Ar) = (0 — 7) = (x? — 2g + T) = g? — T? 


Cind [(Az)?]2 < 7, valoarea reală poate fi bine aproximată 
prin cea medie. Eroarea efectuată înlocuind pe y cu & poate fi 
caracterizată prin fluctuația relativă 3, = V(Az):]z. 
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Teorema 4. În cazul unui sistem ce constă din N părţi 
independente (particule), fluctuaţia relativă a oricărei mă- 
rimi aditive, a, ea energia sau entropia, este 


N 
Într-adevăr, ca funcție aditivă: æ = § a. Analog: 


kal 
N 
d = Ş Z. Atunci 
k=1 
N 2 N 2 N N N A 
(Awy = (a y 2) =(5 An) = 3, (Ar) +F $ Ar, Ag, 
k=1 k=l Ř=1 rp 


Deoarece a şi æ; corespund unor părţi independente ale 
sistemului, valoarea medie a produsului este egală cu pro- 
dusul valorilor medii, adică Ag,Az, = Ag, Ag; = 0 deoarece 
Azi = Agy = 0. Valorile medii ale deviaiţiilor pătraitice pot 
fi presupuse aceleași pentru toate particulele : (Aa = 


= ... = (Aa)? de unde urmează că 
R i 
(Az) = J (Aa = (Aa). 
k=1 


S FĂ - N Fa pen a 
Din acelaşi motiv, vom avea: 4 = Y 4, = Nă,. În conse- 


cință, 


Rezultatul acesta este semnificativ. El arată că valorile 
medii ale mărimilor aditive coincid cu gradul înalt de exac- 
titate cu valorile reale, macroscopice (3, — 0 cînd N > oo). 
În acest context, pronosticurile probabiliste ale fizicii sta- 
tistice capătă caracter de certitudine. Fluetuaţiile relative 
joacă un rol important doar în sistemele formate dintr-un. 
număr mie de particule. l 


374 


VI. Funeţia lui Dirac, $ 


Dacă în originea coordonatelor este plasată o aaa puue 
tiformă unitară, atunci, pentru a concepe distribuția masei 
se introduce funcția 5 a lui Dirac. Ba se defineşte egală ou 
zero peste tot cu excepţia originii, unde are un virf co (è(0) i 


+00 
= 00) de intensitate unitară $ (æ) = 1) -Deci 


0 0 co 
a) = P abis (Taa =a, 


Definiția dată iese din limitele clasice ale noțiunii de funcție. 
i O altă definiție a funcției è se bazează pe considerarea 
în spaţiul funcțiilor finite, infinit diferențiabile, ce se anu- 
lează în exteriorul unui interval finit, a tuturor funcționa- 
lelor liniare (F, f). Funcționala care pune în corespondență 
funcției f(z) valoarea ei în origine (ò, f) = f(0), generează 
funcția lui Dirac ò, adică ' 


y (æ) f(a) de = f (0). 


În unele cazuri, funcţia è poate fi tratată ca o funcție obiş- 
nuită. Ca atare, ea posedă proprietățile 


ata) = (a), æ è(a) = 0, (az) =A, 


(7 3 — ai Ahia =e 


00 


5(2) = (—1)” (e), 


+00 p 
| ei? da (dezvoltarea Fourier), 
—00 


k 
5 8 (£ — æ) 
3 A => SN (unde v, sînt rădăcinile simpl 
[fæ] [Fæ] ale ecuaţiei f(a) = 0), i 


ò (æ) + æ è’ (æ) = 0. 


VII. Funcțiile lui Euler T și B 


(1) Tr(a) = N al ede (a >0). 


0 


Prin integrare prin părți, alegînd u= g“ şi do = edgy, se 
stabileşte imediat o relație de recurenţă extrem de importantă 


(2) Tr(a) = (a — DT(a—1), 


00 00 
de unde, , deoarece I(1) =( edge = —e2| = 1, consi- 
0 0 


A 
derînd a = n = întreg, se obține 


T(2) =1, (3) =2, (4) =6,... T(n) =(n—1)! 
Utilizînd (1) se mai poate scrie 
T(a)r(3) = ( gel ec da "e pre dy, 
0 “0 
care, punind y = u — g, devine 
T(a) r(b) =Í auf da at (u — g) e”, 
0 0 


Fie x = ut. Atunci 


00 1 
T(a)r(b) =f eyt du | (1 — i dt=T (a+b) Ba, b); 
0 


0 
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unde B(a, b) este funcția beta a lui Euler şi anume 


P(a) PO) a a 74 
T (a + b) mi stii E ua uzi, 


În particular, dacă b = 1 — a, relaţia aceasta se reduce læ 


(3) Ba, b) = 


T(a) TU — a) =T(1) B(a, 1 — a) = ( a1 — ada. 


0 
De aici, punînd æ = t/(1 + t), se găseşte că 
oridi 
ol-+t 


T(a) TU —a) = ţ 


Sau, făcînd t = e, rezultă 
+o pa dy 


Tr(a) TU — a) =) n 


(0 <a < 1). 


Conform teoremei reziduurilor : | f(2)dz=2ni $ rezid, 

(e) 
unde suma reziduurilor se ia în raport cu toate singulari- 
tăţile funcţiei f(z) din interiorul conturului de integrare 0. 
Dacă integrala este de forma f(2) = q(2)/p(2), unde q(2) este 
o funcţie regulată, iar p(z) are un pol simplu în punctul 20, 
atunci reziduul funcţiei f(2) în punctul 2, poate fi calculat; 


astfel a. = a 


2==20 

Integrala de mai sus are un număr infinit de poli dați 

de totalitatea punctelor în care &-+ 1 = 0, adică 2 = (2k + 

+ 1)ri, unde k este un număr întreg. Deoarece în acest 

caz avem : gq(2) = e, iar p(2) = e? + 1, reziduul din punctul 

2 = im, va fi eje" = — ei”, De asemenea, reziduul din 
punctul z = 3ir, va fi —e5i”* ş.a.m.d. Ca urmare 


+00 e% dy SN 
0069 +- 1 
= —2rje™ [1 + ere 4 ete 1] = 


rara — a) =4 


inta Pon 


1 — et á sinra 


= — ri 
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În particular, dacă a = 1/2, de aici se obţine că : Rre — 
=rņ712, Acesta constitue un rezultat fundamental, intrucit 


cunoaşterea valorii lui T(1/2) permite, prin intermediul for- 


mulei de recurenţă (2), calculul a o serie de integrale Euler 
care intervin în mod curent în fizica statistică, cum ar fi: 
1 — 3 3 
r62) = 3 PUP) = Vafa; 6/2) = $ T (8/2) = a 
ete. ; 
În sfîrşit, ne propunem să stabilim expresia asimptotică 
a funcției T. Pentru aceasta, se consideră 


în cazul cînd a, despre care se ştie că este o mărime reală şi 
pozitivă, ia valori mari, a > 1. Se observă uşor că funcția 
de sub integrală x” e? se poate scrie sub forma 


apei — ealnz-z = eo, unde fla) = @ln g — g. 


Ea are uh maxim în punctul y = a. Într-adevăr 
E. 
— = (alng— a) = ——1=0 pentru g = a4. 
e 


Dezvoltăm f(x) în serie Taylor în jurul punctului de maximum 
æ = a. 'Ținind seama că 


fi) 21,3 Flea =0, 
æ 


tr a rr 1 
fæ) =m g > f” lema =— — ete, 
wi Q 


vom avea 
(x —a) , 


Fæ) = fla) + f'awa — a) + f'a) 3 Po = 


= alng ae E R + citat 
2a 
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de unde se obţine 


F a+=ù" e! dg = S exp [a Ina — a — i | de= 
(8) 0 


epf =] da, 


oo 
k eelna-a | 
2a 


—00 


(dacă a > 1 se face o eroare mică extinzând limita inferioară, 
a integralei la — 00). În dreapta figurează o integrală de tip 
Poisson 

T 


+o 1/2 l 
| edge = =) (vezi formula (2) din anexa VIII,), 
—co x 


ceea ce conduce la următoarea expresie asimptotică a func- 
ției T 
i T(a + 1) = (2ra)! ace 


O evaluare mai exactă arată că de fapt 


9 x 
(4) T (a41) = naiba e "i (0< 0< 1). 


Din ea, în cazul cînd a = n = un număr întreg, decurge 
formula lui Stirling 

l nyp 2 
(5) n! = @anye( 2) es 


care, în prima aproximație (valabilă pentru n > 1), se scrie 
sub forma 


(6) lan! nlnn—n, 


VIII. Integrale necesare în fizica statistică 


a) Integrale Poisson. Deseori în fizica statistică intervin 
integrale de tipul 


+00 
Ile) =$ ceda, (m = 0,1,2, ...3 n = 2,4,6, ...). 


—00 
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Remarcăm că în cazul cînd m este un număr impar, în vir- 
tutea imparităţii integrandei, I(a) = 0, în timp ce dacă m 
este un număr par, vom avea 


` 20 
I(a) = 26 aree da. 
0 


De aceea, ne vom limita să considerăm integralele respective 
extinse doar între limitele 0 şi oo. Făcînd schimbarea de vari- 
abile y = ag”, I(a) se poate reduce la o integrală Euler (vezi 
anexa VII) şi anume 
T [= + =) 
1 n 


Wo Ia =f) aeetas = aa 


În particular, considerind că n = 2, iar m = 0,1,2,3, ..., de 
ici rezultă valorile următoarelor integrale Poisson 


o 1/2 
(2) do =f e=" dg = A (=) ? 
o 


& 2 la 
00 
(3) L =( pe da = 2, 
o 2a 
00 1/2 
(4) =È emis a 2, 
o 4a la 
Ă 09 1 
(5 I =Í x? pran dg = d 
(5) 3 o Ki 2q? 
20 1 (5/2) 3 f/x)! 
£ = tamar? d š 
(6) I i, ate” da 7 ad : ) ete 
'Sau, în general 
mi _ (2m—1!!) me a 
Lam+a(4) => “oam+i ? Lom = Q9m+1 (a) 
41) (m =0,1,2,...). 
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Observaţie. După cum se poate verifica direct, toate inte- 
gralele Poisson de ordin par pot fi calculate prin derivări suc- 
cesive în raport cu parametrul a, pornind de la integrala 
generică 1, dată de formula (2). De asemenea, toate inte- 
gralele Poisson de ordin impar rezultă din I, prin derivări 
succesive în raport: cu a. De exemplu 


co 00 i 
Ip = = dle zi ai A ( emar? ao) =È ge- dge = 
da da o 0 


d(1Ifz rt? 
== —— — — gan Sg 
dat 2f a 4a?! 
ceea ce coincide cu (4). 
b) Unele integrale din statistica cuantică. În statis- 
ticile cuantice Bose-Einstein şi Fermi-Dirac se întîlnesc 
integrale de- forma 


(8) I„(2) = $ 


unde semnul de sus se referă la statistica F—D, iar cel 
de jos la statistica B—E. În formula (8) numărul n poate fi 
întreg sau fracţionar. În ceea ce priveşte parametrul 
z= eT, el este >0; mai precis, în statistica B— E, 
0<z< 1, iar în statistica F—D, 0 < z < oo. 

1) Vom analiza pentru început cazul cînd z = 1. 
Avem atunci de calculat integrale de tipul 


e apt dap 09 LE 
= pre z(1 F e™ prez F ey.. de 
f, So |, ( Fe +...)dz, 


unde s-a folosit dezvoltarea 
1 et 
e +1 1 +e” 


=e (1 F e p eng...) 
Utilizind formula (1) din anexa VII, un termen generic al 
sumei care intervine în dreapta, se transorie sub forma 


N pna da => mat y” e dy =—n+DT(m + 1), (y=na). 


o 0 
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Ținind seama de aceasta, rezultă, 


ir > Lima DU FD a si i). 


Seria din paranteză ce conţine doar termeni pozitivi, carac- 
teristică statisticii Bose-Einstein, constituie funcția ¢ a lui 
Riemann, dată prin definiție de expresia 


in) = 1 2 3 A a, 
Seria cu termenii alternativi, pozitivi și negativi, ce se obține 
in statistica Fermi-Dirac, după o grupare convenabilă, 


conduce la 


C (m 1) — ADD p gmd a, = — 20) E {m +1). 


Reunind cele două cazuri, 


9 = 
) Eer +1 1 


(2 a” dæ ( n jd T(m -+ 1) t (m skt) 


Funcția ¢ alui Riemann este tabelată. Sînt indicate mai 
Jos citeva din valorile uzuale i 


zi 
g |i 15 rii 25 3 `% 4 
2 4 
čl) | oo 2,612 T = 1,645 1,341 1,202 1,127 S= =1,082 
i 


4,5 5 


1,054 1,036 


| æ 
tæ) 


În cazul cînd variabila z trece prin valori întregi, n, este 
valabilă, formula i 
B, (27)? 


pem On) 
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unde B, sînt numerele lui Bernoulli, date mai jos în citeva, 
cazuri particulare 


“Pinînd seama de toate acestea, pe baza formulei (9), rezultă 
imediat următoarele integrale din statistica Bose-Einstein 


a dia — 3/ RE 
$ zi de no pia = 2,31, o E Se V7 1,341= 1,75. 


Pentru calculul unor integrale analoge din statistica Fermi- 
Dirac se va ţine seama de factorul suplimentar (1—2) din 
partea dreaptă a formulei (9). 

2) Fie acum cazul z # 1. Pentru z mici, integrala poate 
fi dezvoltată în serie după puterile lui z, după cum urmează 


Le) = 0 Spa G a È (epic baz. 
0 k=0 


o zler+l 


Făcînd substituţia (k + 1)e = y, se obține 


oo i d 00 ( A gări r 
d, = ni eT F- = n 
ne j E TI pp dara 


2 B II-I 
= rm( 74 pf e) 


În cazul cînd z = 1 se regăseşte evaluarea făcută mai sus 
în 1) cu ajutorul funcției £ a lui Riemann. 
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Fie, în particular, n = 3/2 şi n = 5/2. Avem în primul 
caz | 


00 dg 3\ œ păi 
I == d r pain SR 
3/2 (2) f, sie La ( 2 J2 (F) CF per 
(11) 


_ Vr Ş (pp Ea 
2 di n312 
În mod analog 
e. gda 


Isia (2) =T 5 S (ppt e 
i at zi ez +1 ( ja: (k 4+1) 
(12) ` 


c) Pentru a studia comportarea integralelor Fermi- 
Dirac la valori mari ale lui z, se introduce variabila : E =In z. 
Avem atunci 


go pal E T 00 ma- 
PE) = 2 (ari 1- ia ae 
oe -+1 J et—z -4 1 per4 1 


Punînd în prima integrală æ = é — m, iar în a doua g = 
= E + hg se obţine 


E PE i o (E— m) tdn 
F(E) = atA E e aa + 


A (E + n) dn. 
o en + 1 


Deoarece č > 1, se poate înlocui în prima integrală limita de 
jos cu co. În plus, lucrînd cu aceeași variabilă y în ambele 
integrale și utilizînd apoi la numărător formula binomului 
° Newton, vom găsi în mod succesiv 


yn 00 L WI Sak n-i 
ay E IE ee 5 a, 
N 0 


e +1 
s pi E r kit wa], 
n m=1,3,5 op e” +1. 
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Integrala după n se calculează cu ajutorul formulei (9) şi 
anume 

00 my 

== 2T + tim + 1). 

o et + 1 

SIA A (n — 1)! 
“Ținind seama că: T(m)=(m—1)! iar Om, = e , 
mi(n—l—m)! 

vom avea, 


FPu(5) = 5 [+ E 2n(n—1)...(n—m +11 — 20) x 
m=2,4,6, 
En 
n 


x zn 52 fi + n(n — 1) z i +n (n —1)(n—2)(n—3) x 
(13) 
pd Trt E. .. i 
360 E4 


ceea- ce reprezintă lema lui Sommerfeld. 
c) Integrala erorilor. Funcția sau integrala erorilor 
este dată prin definiţie de expresia 


(14) erf (2) = a dt. 
T Jo 


În cazul cînd æ <& 1, integrala se poate dezvolta în serie, 
de unde va rezulta după integrare că 


g3 5 a? ) 


+ | 


erf( x) = l æ — 
Vr 3 -PL 7.8! 


29 


Utilizind definiţia precum şi faptul că pentru æ —> 00, 
eri(z) — 1, se stabilesc următoarele proprietăţi 


(15) A e-Pdi = 1 F erf (x), 
Vr +r 
(16) A te- dt =} +j Te- —Lert(a)|; 
Vx +r 2 T 2 
2 pi 
(17) erf (1) = zA e—#dt 2 0,84. 
© Vrh 
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Dăm mai jos, tabelul cu unele, valori ale funcţiei erorilor 


z 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 045 0,5 
erf 0,056 0,113 0,168 0,223 0,276 0,329 0,379 0,428 0,476 0,521 


æ 0,55 0,60 0,65 0,70 .0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,0 
erf 0,563 0,604 0,642 0,678 0,701 0,742 0,771 0,797 0,821. 0,843 


IX. Metoda multiplieatorilor lui Lagrange 


În multe probleme de fizică se cere determinat extremu- 
mul unei funcţii de n variabile, F(a,, Los 3 Za) atunci cng 
wi = 1,2, ..., n), nu sînt independente, ci satisfac r con- 
diții suplimentare 


(1) JAB eas a) = Op const, U = Lao rh 
Pentru realizarea extremului este necesar ca 
> 
4 
»” ôF 
(2). SP = F sr = 
p? da, 


Dacă relaţiile (1) nu ar fi avut loc, presupunind variațiile 
da, independente, din (2) s-ar fi obţinut condiţiile cunoscute 
de extrem : Ta = 0 (i = 1,2, ...,n). Dar în cazul de faţă 
i 

variațiile èx, nu sînt independente, ci satisfac, în afară de 
(2), ecuaţiile ce rezultă din (1) prin variere şi anume 
r "Of, : 
(3) Sa =0, G= r) 

i=1 04% 
Pentru a le lua în consideraţie, se înmulţesc relaţiile(3) cu 
factorii constanți à; numiţi și multiplicatorii lui Lagrange 
şi se adună la (2). Se obţine astfel 


DE IE AER SR 


Zi OL; jai 04, 
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În (4) variațiile 3, sînt deja independente şi ca urmare va 
rezulta, 


a r a 
(5) aj a Bl ae (t == L2 ay Ah 
CT ja ca 
Aceste relații stabilesc valorile coordonatelor «, pentru care 
funcția F are extrem, în prezenţa condițiilor suplimentare 
(1). Precizarea. valorilor pe care le iau multiplicatorii lui La- 
grange se face impunînd îndeplinirea condiţiilor (1). În multe 
aplicaţii multiplicatorii lui Lagrange posedă o semnificaţie 
fizică bine determinată cum ar fi temperatura statistică 0 = 
= kT, sau potenţialul chimic y. 


: 
i 
$ 
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